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1 Introducció
L’objectiu d’aquest treball és desenvolupar la teoria dels anells d’enters algebraics demostrant dos resultats
fonamentals d’aquesta: el teorema de Dirichlet de les unitats i el teorema de la finitud del grup de classes.
Com a idea general podem entendre l’anell d’enters d’un cos de nombres K com una generalització de Z
dins K. A l’anell d’enters d’un cos de nombres K el denotarem OK . Al llarg d’aquest treball intentarem
donar resposta a qüestions relacionades amb la divisibilitat d’aquests anells arribant finalment a demostrar
el teorema de Dirichlet de les unitats que ens dóna informació sobre quina és l’estructura del grup de les
unitats d’aquests anells, i el teorema de la finitud del grup de classes, el qual és transcendental a l’hora
de discutir la factorització única en elements irreductibles dins aquests anells. Per entendre el significat
d’aquest últim teorema haurem d’introduir la noció d’ideal fraccionari de OK . Un ideal fraccionari de
OK és una generalització del concepte d’ideal de OK que farem servir bàsicament perquè aquests ideals
formen un grup abelià, la qual cosa no passa amb el ideals enters (ideals de l’anell OK). D’aquesta
manera definirem el grup de classes de OK com el grup quocient dels ideals fraccionaris sobre els ideals
fraccionaris principals (generats per un element). Per tant, l’altre objectiu d’aquest treball és demostrar
que aquest grup quocient és finit.
Històricament aquesta teoria va sorgir de la necessitat d’aprofundir sobre certs conceptes relacionats amb
la factorització en irreductibles en anells d’enters ciclotòmics els quals serien clau a l’hora de demostrar
l’últim teorema de Fermat. En aquest sentit, a mitjans de segle XIX l’estratègia per abordar el problema
era la següent. Suposem que tenim una solució entera positiva no trivial de l’equació
xp + yp = zp
aleshores podem considerar la factorització
zp = (x+ y)(x+ ξy) · · · (x+ ξp−1y)
a l’anell Z[ξ] = {a0 + a1ξ + · · · + ap−1ξp−1, ai ∈ Z}, on ξ és una arrel p-èssima primitiva de la unitat.
D’aquesta manera, demostrar l’últim teorema de Fermat esdevé un problema de factorització en anells
d’enters ciclotòmics. Gauss i Cauchy utilitzant aquesta tècnica van demostrar el cas p = 3. D’altra banda
uns anys més tard, al 1847, el matemàtic francès Gabriel Lamé va anunciar a l’Acadèmia de Ciències de
París que tenia una demostració completa de l’ultim teorema de Fermat utilitzant la tècnica anterior. No
obstant, la seva demostració utilitzava un petit detall no provat: els anells d’enters ciclotòmics són un
domini de factorització única. Lamé havia ignorat en la seva demostració que 3 anys abans el matemàtic
alemany Ernst Kummer havia provat que per p = 23 la factorització a l’anell ciclotòmic p-èssim no és
única i per tant, la demostració de Lamé era incorrecta. Uns anys més tard, el mateix Kummer va
demostrar un cas concret de l’últim teorema de Fermat. Concretament va demostrar que l’equació
xp + yp = zp
no té solució entera positiva no trivial per nombres primers p regulars. Un primer regular és un nombre
primer p tal que no divideix el nombre de classes (cardinal del grup de classes) de l’anell d’enters del cos
de nombres Q(ξp), on ξp és una arrel p-èssima de la unitat primitiva.
Aquesta memòria consta de tres parts: la primera part és una introducció on es demostren les propietats
bàsiques dels enters algebraics, a la segona part es desenvolupen totes les eines algebraiques i geomètriques
necessàries per demostrar els teoremes fonamentals, i finalment l’última part que consta de la demostració
d’aquests teoremes. En aquest sentit, a l’hora de desenvolupar aquest treball he hagut d’emprar conceptes
provinents de l’àlgebra commutativa, essencialment dominis noetherians, ideals fraccionaris i mòduls; i de
l’àlgebra lineal i abstracta en general. D’aquesta manera, en aquest projecte he desenvolupat conceptes
impartits a les assignatures Estructures Algebraiques i Teoria de Galois.
Pel què fa a la metodologia, aquest treball s’ha basat en la recerca bibliogràfica i posterior descripció dels
conceptes de manera entenedora per a tota persona amb coneixements d’estructures algebraiques.
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2 Preliminars algebraics
2.1 Grups abelians finitament generats
En aquesta secció introduirem les propietats bàsiques dels grups abelians finitament generats necessàries
per desenvolupar la teoria dels anells algebraics.
Definició 2.1. Sigui A un anell commutatiu unitari i M un grup abelià. Direm que M és un A-mòdul
si existeix una operació externa α : A ×M → M que denotarem α(r,m) = rm satisfent les següents
propietats:
1. (r + s)m = rm+ sm.
2. r(m+ n) = rm+ rn.
3. r(sm) = rsm.
4. 1m = m.
Per a tot r, s ∈ A; m,n ∈M.
Ens adonem que si A és un cos tot A-mòdul és un A-espai vectorial. D’altra banda podem observar
que tot grup abelià M té estructura de Z-mòdul definint l’operació externa α : Z×M →M com
α(n, g) = ng :=
n∑
i=1
g.
A continuació introduirem algunes definicions bàsiques indispensables a l’hora d’estudiar grups abelians
finitament generats. Cal destacar que en molts casos les definicions són exactament iguals que en espais
vectorials.
Definició 2.2. Direm que un grup abelià G és finitament generat com a Z-mòdul si existeixen g1, · · · , gn ∈
G de manera que, per a tot g ∈ G
g =
n∑
i=1
aigi, ai ∈ Z.
Definició 2.3. Sigui G un grup abelià finitament generat. Direm que g1, · · · , gn són linealment indepen-
dents si per a tota combinació lineal igualada a zero
n∑
i=1
aigi = 0, ai ∈ Z
tenim que ai = 0 per a tot 1 ≤ i ≤ n.
Definició 2.4. Sigui G un grup abelià finitament generat. Direm que {g1, · · · , gn} és una Z-base de G si
els seus elements generen G i són linealment independents. En aquest cas direm que G és un grup abelià
lliure de rang n.
Lema 2.5. Sigui G un grup abelià lliure de rang n amb base {x1, · · · , xn}. Definim els elements yi ∈ G
per a tot 1 ≤ i ≤ n de la següent manera:
yi =
n∑
j=1
aijxj , aij ∈ Z
aleshores {y1, · · · , yn} és una Z-base si i només si la matriu A = (aij) és unimodular.
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Prova: Per un costat, si {y1, · · · , yn} és una Z-base aleshores la matriu A ha de ser invertible i per tant A
ha de ser unimodular. D’altra banda, si A és unimodular és immediat veure que y1, · · · , yn són linealment
independents donat que detA 6= 0. Aplicant que A és unimodular tenim:
A−1 =
1
detA
A′ = ±A′
on A′ és la matriu adjunta de A les entrades de la qual pertanyen a Z. Prenent B = A−1 = (bij), podem
escriure xi =
∑n
j=1 bijyj per a tot 1 ≤ i ≤ n. Per tant, els elements y1, · · · , yn generen G.
Lema 2.6. Tot subgrup H d’un grup abelià lliure G de rang n és un grup lliure de rang s ≤ n. A més,
existeix una Z-base de G {u1, · · · , un} i α1, · · · , αs ∈ Z tals que {α1u1, · · · , αsus} és una Z-base de H.
Prova: La demostració es pot trobar al llibre Ste concretament a les pàgines 28− 29.
Teorema 2.7. Sigui G un grup abelià lliure de rang n i H un subgrup de G aleshores G/H és finit si i
només si els rangs de G i H són iguals. En aquest cas, si G i H tenen Z-bases {x1, · · · , xn} i {y1, · · · , yn}
respectivament amb
yi =
n∑
j=1
aijxj , 1 ≤ i ≤ n.
Aleshores tenim
|G/H| = |det(aij)|.
Prova: Sigui s el rang del subgrup H i {g1, · · · , gn} una Z-base de G. Aplicant el lema 2.6 sabem que
existeixen una Z-base de G {u1, · · · , un} i una Z-base de H {h1, · · · , hs} tals que hi = aiui per a tot
1 ≤ i ≤ s, ai ∈ Z. És fàcil veure que G/H serà el producte directe de grups cíclics d’ordres a1, · · · , an i
d’un grup lliure d’ordre n− s. Per tant, G/H és finit si i només si n = s i en aquest cas aplicant el lema
2.5 és immediat veure que
|G/H| = |det(aij)|.
Teorema 2.8. Tot grup abelià finitament generat és producte directe d’un grup abelià lliure finitament
generat i un grup abelià d’ordre finit el qual anomenarem grup de torsió.
Prova: És una conseqüència directa del teorema anterior.
3 Nombres algebraics i enters algebraics
3.1 Propietats bàsiques
En aquesta secció presentarem els conceptes bàsiques de la teoria d’anells algebraics. Abans de tot cal
introduir les nocions de nombre algebraic, cos de nombres i enter algebraic que aniran apareixent al llarg
d’aquest treball.
Definició 3.1. Direm que un nombre α ∈ C és algebraic si existeix un polinomi no nul f(x) ∈ Q[X] tal
que f(α) = 0. Denotarem Q¯ al conjunt dels nombres algebraics.
Definició 3.2. Anomenarem cos de nombres a tota extensió K finita de Q.
Ens adonem que tot cos de nombres K per ser una extensió finita i separable de Q (tota extensió de
Q ho és) és una extensió simple. Per tant, podem escriure K com Q(γ) on γ ∈ Q¯.
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Definició 3.3. Un nombre α ∈ C s’anomena enter algebraic si existeix un polinomi mònic f(x) ∈ Z[X]
tal que f(α) = 0. Denotarem Z¯ al conjunt dels enters algebraics.
Proposició 3.4. Q ∩ Z¯ = Z
Prova: Primerament demostrarem que Q ∩ Z¯ ⊂ Z. Sigui r un element qualsevol de la intersecció, pel fet
de ser racional sabem que r = cd on c i d són nombres enters tals que (c, d) = 1. D’altra banda, com que
r ∈ Z¯ existeix
f(x) = xn + an−1xn−1 + · · ·+ a0 ∈ Z[x]
tal que f(r) = 0. Per tant tenim:
cn
dn
+ an−1
cn−1
dn−1
+ · · ·+ a0 = 0.
Multiplicant per dn a ambdós termes de la igualtat anterior obtenim:
cn + an−1cn−1d+ · · ·+ a0dn = 0
que implica que d|cn. Com que (c, d) = 1 tenim que d = 1 i per tant r ∈ Z¯.
Per demostrar el recíproc, sigui α ∈ Z, α és arrel del polinomi x− α ∈ Z[X] i per tant α ∈ Z¯ ∩Q.
Proposició 3.5. Per a tot α ∈ Q¯ existeix a ∈ N tal que aα ∈ Z¯.
Prova: Pel fet que α sigui algebraic sabem que existeix un polinomi no nul
f(x) = anx
n + an−1xn−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Q[X]
tal que f(α) = 0. Sigui d el mínim comú múltiple dels denominadors dels ai. Aleshores podem escriure
ai =
bi
d , per a tot 0 ≤ i ≤ n, bi ∈ Z. Per tant:
bnα
n + bn−1αn−1 + · · ·+ b1α+ b0 = 0.
Multiplicant l’equació anterior per bn−1n obtenim:
(bnα)
n
+ bn−1(bnα)
n−1
+ · · ·+ b1bn−2n (bnα) + b0bn−1n = 0
on es veu clarament que bnα ∈ Z¯.
A continuació introduirem una proposició tècnica que ens permetrà demostrar amb facilitat que Z¯ és
un anell.
Proposició 3.6. Siguin γ1, · · · , γn ∈ C no tots 0 i sigui M el Z-mòdul en C generat per aquests:
M = {∑ni=1 ciγi; ci ∈ Z}. Aleshores, si α ∈ C compleix αM ⊂M tenim que α ∈ Z¯.
Prova: Com a conseqüència de la hipòtesi sabem que per a tot 1 ≤ i ≤ n, αγi =
∑n
j=1 cijγj on cij ∈ Z.
Usant la delta de Kronecker δij definida com
δij =
 1 si i = j
0 si i 6= j
sabem que αγi =
∑n
j=1 αδijγj per a tot 0 ≤ i ≤ n. Per tant,
n∑
j=1
(αδij − cij)γj = 0.
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Sigui A ∈Ml(C) la matriu tal que la seva component (i, j) és αδij − cij . Aleshores prenent la n-tupla
γ = (γ1, · · · , γn) podem escriure les equacions anteriors de la forma Aγ = 0. Com que γ 6= 0 tenim que
det(A) = 0.
Per tant aplicant la definició per calcular el determinant:
A =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α− c11 c12 · · · c1n
c21 α− c22 · · · c2n
...
...
...
cn1 cn2 · · · α− cnn
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = α
n + a1α
n−1 + · · ·+ an−1α+ an = 0
on ai ∈ Z per a tot 0 ≤ i ≤ n. Per tant, α és enter algebraic.
Teorema 3.7. Z¯ és un subanell del cos C.
Prova: Primerament provarem que Z¯ és tancat pel producte i la suma. Siguin α, β ∈ Z¯ comprovarem
que α+ β ∈ Z¯ i αβ ∈ Z¯. Siguin n i m els graus del polinomi mínim de α i β respectivament, definim:
M = {
∑
i,j
cijα
iβj , 0 ≤ i ≤ n− 1, 0 ≤ j ≤ m− 1, cij ∈ Z}.
Es pot veure que αM ⊂M i βM ⊂M ja que podem escriure αn i βm com combinació lineal de potències
de α i β de graus com a màxim n − 1 i m − 1 respectivament (són enters algebraics). Aleshores tenim:
(α+ β)M ⊂ αM + βM ⊂M +M = M i per tant α+ β ∈ Z¯.
D’altra banda, αβM = α(βM) ⊂ αM ⊂ M i per tant αβ ∈ Z¯. Com que −1 és un enter algebraic
(pertany a Z) tenim que per a tot γ enter algebraic, −γ ∈ Z¯ ja que Z¯ és tancat pel producte. Per tant,
tot element té invers per la suma. A més és evident que 0, 1 ∈ Z segueixen sent elements neutres per la
suma i el producte respectivament. Finalment, pel fet de complir les propietats anteriors tenim que Z¯ és
un subanell de C.
A continuació veurem una manera alternativa de demostrar un resultat conegut: Q¯ és un subcos de C.
Teorema 3.8. Q¯ és un subcos de C.
Prova: Volem comprovar que Q¯ és tancat per la suma i el producte i que tot element té invers pel
producte.
Siguin α, β ∈ Q¯ sabem que existeix a, b ∈ N tals que αa, βb ∈ Z¯ (Proposició 3.5). Com que Z¯ és subanell
(Teorema 3.7) tenim que abα ∈ Z¯, abβ ∈ Z¯. Aleshores, ab(α + β) ∈ Z¯. Com que (ab)−1 ∈ Q, tenim que
α+ β ∈ (ab)−1Z¯ ⊂ Q¯. Pel mateix fet, aαbβ ∈ Z¯. Per tant, αβ ∈ (ab)−1Z¯ ⊂ Q¯.
Finalment només ens falta provar que per a tot α ∈ Q¯ diferent de zero, α−1 ∈ Q¯. Com que α ∈ Q¯, tenim:
anα
n + an−1αn−1 + · · ·+ a1α+ a0 = 0.
Multiplicant per α−n a ambdós costats de la igualtat obtenim:
an + an−1α−1 + · · ·+ a1(α−1)n−1 + a0(α−1)n = 0.
Com que els ai ∈ Q per a tot 0 ≤ i ≤ n i almenys un és diferent de 0 tenim que α−1 ∈ Q¯ i queda
demostrat el teorema.
Després d’introduir i demostrar les propietats bàsiques dels nombres i enters algebraics estem en
condicions d’introduir el concepte d’anell d’enters d’un cos de nombres K, el qual serà el nostre objecte
d’estudi al llarg de tot aquest treball.
Definició 3.9. Anomenem anell d’enters del cos de nombres K a l’anell:
OK = K ∩ Z¯.
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Primerament observem que OK és efectivament un anell ja que és la intersecció de l’anell Z¯ i el cos (i
per tant anell) K. D’altra banda, per ser K una extensió finita de Q és també un Q-espai vectorial finit
i per tant existeix una Q-base finita de K. A continuació demostrarem que tot ideal diferent de 0 de OK
conté una base de K com a Q-espai vectorial.
Proposició 3.10. Tot ideal a no nul de OK conté una base de l’espai K sobre Q.
Prova: Sigui u1, · · · , un una base de K sobre Q. Aplicant la Proposició 3.5 sabem que per a cada ui
existeix un ai ∈ N tal que aiui ∈ OK . Definimm = a1a2 · · · an, aleshores tenim quemu1, · · · ,mun ∈ OK .
Prenent qualsevol α ∈ a, α 6= 0, tenim que mu1α, · · · ,munα pertanyen a a i són una base de K sobre
Q.
3.2 Conjugats i discriminats
Per estudiar l’anell d’enters d’un cos de nombres K ens serà de vital importància conèixer com són
els monomorfismes σ : K → C. El següent teorema ens proporciona una relació bijectiva entre els
monomorfismes de K en C i les arrels del polinomi mínim d’un element primitiu de K.
Teorema 3.11. Sigui K = Q(θ) un cos de nombres de grau n sobre Q. Aleshores hi ha exactament
n monomorfismes diferents σi : K → C, 1 ≤ i ≤ n. Els elements σi(θ) = θi són les diferents arrels
complexes del polinomi mínim de θ sobre Q.
Prova: Siguin θ1, θ2, · · · , θn les arrels del polinomi mínim de θ que anomenarem p(x). Primerament,
observem que aquestes arrels han de ser totes diferents pel fet de ser C una extensió separable de Q.
D’altra banda, també observem que σi|Q = id per a tot 1 ≤ i ≤ n (es dedueix trivialment aplicant la
definició de morfisme). Per tant, els monomorfismes σi queden unívocament determinats per les imatges
de θ. A continuació ens adonem que si σi és un monomorfisme, aleshores ha de complir:
p(σi(θ)) = σi(p(θk)) = 0
per a algun 1 ≤ k ≤ n. Aquest fet ens indica que σi envia θ a una altra arrel del polinomi mínim. Per tant
com a màxim podríem definir n monomorfismes diferents. Finalment podem definir n monomorfismes
diferents tals que σi(θ) = θi, 1 ≤ i ≤ n.
Definició 3.12. Per a tot α ∈ K = Q(θ) definim el polinomi fα(t) com
fα(t) =
n∏
i=1
(t− σi(α)).
Teorema 3.13. Els coeficients de fα(t) són nombres racionals.
Prova: Primerament observem que pel fet de ser K una extensió de Q de grau n tenim que α = r(θ) on
r(x) ∈ Q[X] i deg(r) < n. Per tant, podem escriure
fα(t) =
n∏
i=1
(t− r(θi))
on θi recorre tots els zeros del polinomi mínim de θ. Anomenarem al polinomi mínim p(x). Els coeficients
de p(x), per definició, són nombres racionals. A més, s’observa que els coeficients de fα(t) són de la forma
h(θ1, · · · , θn)
on h(t1, · · · , tn) és un polinomi simètric. Per tant, aplicant el teorema dels polinomis simètrics obtenim
que fα(t) ∈ Q[X].
7
Definició 3.14. Sigui K un cos de nombres de grau n i siguin σi els monomorfismes de K definits per
a tot 1 ≤ i ≤ n. Anomenarem K-conjugats de α als elements σi(α) per a tot 1 ≤ i ≤ n.
Finalment, ja hem introduït tots els elements necessaris per definir un dels invariants més útils a
l’hora d’estudiar els anells d’enters algebraics: el discriminant.
Definició 3.15. Sigui K = Q(θ) un cos de nombres de grau n sobre Q i sigui {α1, · · · , αn} una base de
K com a Q-espai vectorial. Definim el discriminant de {α1, · · · , αn} com:
∆[α1, · · · , αn] = det[σi(αj)]2.
A continuació provarem algunes propietats bàsiques del discriminat.
Proposició 3.16. Siguin {β1, · · · , βn} i {α1, · · · , αn} dues Q-bases de K aleshores es compleix:
∆[β1, · · · , βn] = [det(cik)]2∆[α1, · · · , αn].
on (cik) és la matriu del canvi de la base {α1, · · · , αn} a la base {β1, · · · , βn}.
Prova: Primerament, escrivim βk =
∑n
i=1 cikαi per a tot 1 ≤ k ≤ n. A més a més, com que tant els αi
com els βi són base tenim que det(cik) 6= 0. Per tant aplicant que tot monomorfisme de K fixa Q i que
el producte de determinants és el determinant del producte, arribem a la següent expressió:
∆[β1, · · · , βn] = [det(cik)]2∆[α1, · · · , αn].
Teorema 3.17. El discriminat de qualsevol base de K = Q(θ) és un nombre racional diferent de zero.
A més, si tots els K-conjugats de θ són nombres reals el discriminant de qualsevol base és un racional
positiu.
Prova: Primerament calcularem el discriminant de la base {1, θ, · · · , θn−1}. Denotarem els conjugats de
θ com θ1, · · · , θn. Aleshores tenim:
∆[1, θ, · · · , θn−1] =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
θ1 θ
2
1 · · · θn−11
θ2 θ
2
2 · · · θn−12
...
...
...
θn θ
2
n · · · θn−1n
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ens adonem que aquest determinant és el determinant de Vandermonde i té la següent expressió:
∆[1, θ, · · · , θn−1] = [
n∏
1≤i<j≤n
(θi − θj)]2
Definint el polinomi p(x1, · · · , xn) ∈ Q[X1, · · · , Xn] com
p(x1, · · · , xn) = [
n∏
1≤i<j≤n
(xi − xj)]2
es veu que
p(θ1, · · · , θn) = ∆[1, θ, · · · , θn−1].
D’altra banda, per ser p(x1, · · · , xn) un polinomi simètric, tenim que ∆[1, θ, · · · , θn−1] és racional (teo-
rema dels polinomis simètrics).
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A continuació anem a demostrar que es compleix la propietat anterior per qualsevol base. Sigui {β1, · · · , βn}
una altra Q-base de K, tenim que, per a tot 1 ≤ i ≤ n
βi =
n∑
j=1
cijθj , cij ∈ Q.
Aleshores, aplicant la proposició 3.16:
∆[β1, · · · , βn] = det(cij)2∆[θ1, · · · , θn].
Finalment, com que cij ∈ Q per a tot 1 ≤ i, k ≤ n i ∆[θ1, · · · , θn] ∈ Q tenim que ∆[β1, · · · , βn] és un
nombre racional diferent de zero.
3.3 Normes i traces
Sigui K = Q(θ) un cos de nombres finit de grau n i siguin σ1, · · · , σn els monomorfismes definits de
K → C. Aleshores, per a tot α ∈ K definim la norma com l’aplicació
NK(α) =
n∏
i=1
σi(α)
i la traça
TK(α) =
n∑
i=1
σi(α).
Proposició 3.18. Per a tot α ∈ K enter algebraic, TK(α) i NK(α) són enters racionals (pertanyen a
Z).
Prova: Introduint
fα(t) =
n∏
i=1
(t− σi(α))
sabem com a conseqüència del teorema 3.13 que els seus coeficients són racionals. En concret, NK(α) és
el terme independent i TK(α) és l’oposat del terme de grau n− 1. Per tant, la norma i la traça de α són
nombres racionals. D’altra banda, observarem que TK(α) i NK(α) són enters algebraics. Primerament
veurem que tot σi : K → C monomorfisme i α ∈ Z¯, σi(α) és enter algebraic. En efecte, ja que si α és
enter algebraic tenim que existeix un polinomi mònic p(x) ∈ Z[X] tal que p(α) = 0. Aleshores, aplicant
que σi fixa Q i que és morfisme de cossos, tenim:
p(σi(α)) = σi(p(α)) = σi(0) = 0.
Aleshores usant que Z¯ és un anell, tenim que NK(α) i TK(α) són enters algebraics ja que són respectiva-
ment producte i suma d’elements de Z¯.
Finalment, tenim que NK(α), TK(α) ∈ Z¯ ∩Q. Usant la proposició 3.4, és immediat veure que són enters
racionals.
Una de les principals utilitats de les aplicacions norma i traça és que ens permeten calcular amb
facilitat el discriminant de certes bases de cossos de nombres.
Proposició 3.19. Sigui K = Q(θ) un cos de nombres de grau n on θ té polinomi mínim p(t). Aleshores,
la Q-base {1, θ, · · · , θn−1} té discriminant
∆[1, · · · , θn−1] = (−1)n(n−1)/2N(p′(θ))
on p′(t) indica la derivada formal de p(t).
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Prova: Com a resultat del teorema 3.17 sabem
∆[1, θ · · · θn−1] =
∏
1≤i<j≤n
(θi − θj)2
on θ1, · · · , θn són els conjugats de θ. Aleshores podem escriure el polinomi mínim p(t) com:
p(t) =
n∏
i=1
(t− θi).
Per tant,
p′(t) =
n∑
j=1
n∏
i=1,i6=j
(t− θi)
aplicant-hi θk obtenim:
p′(θk) =
n∏
i=1,i6=k
(θk − θi).
Finalment, multiplicant totes les expressions p′(θj) per a tot 1 ≤ j ≤ n tenim:
n∏
j=1
p′(θj) =
n∏
i,j=1,i6=j
(θj − θi). (1)
Ens adonem, per una banda que el terme de l’esquerra és exactament NK(p′(θ)) ja que, utilitzant que
tot monomorfisme de K fixa Q:
N(p′(θ)) =
n∏
i=1
σi(p
′(θ)) =
n∏
i=1
p′(σi(θ)) =
n∏
j=1
p′(θj).
D’altra banda observem que en el terme de la dreta de l’equació (1) el factor (θi − θj) apareix dos cops
en el producte: un com (θi − θj) i un altre com (θj − θi). Per tant els podem escriure com −(θi − θj)2.
Per tant tenim:
n∏
i,j=1,i6=j
(θj − θi) = (−1)s
n∏
1≤i<j≤n
(θi − θj)2 = (−1)s∆[1, θ, · · · , θn−1]
on s el el nombre de parells diferents (i, j) tals que 1 ≤ i < j ≤ n. Per tant, s = n(n−1)2 i el teorema
queda demostrat.
Proposició 3.20. Sigui {α1, · · · , αn} una Q-base de K aleshores,
∆[α1, · · · , αn] = det(T(αiαj)).
Prova: Primerament observem el següent resultat:
T(αiαj) =
n∑
r=1
σr(αiαj) =
n∑
r=1
σr(αi)σr(αj).
Per tant, utilitzant propietats bàsiques del determinant:
∆[α1, · · · , αn] = (det(σi(αj))2 = (det(σj(αi)))(det(σi(αj))) = det(
n∑
r=1
σr(αi)σr(αj)) = detT (αiαj).
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3.4 Bases d’enters
En les seccions anteriors hem vist com qualsevol cos de nombres de dimensió n es pot escriure com Q(θ)
on θ és enter algebraic. A més, sabem que {1, θ, · · · , θn−1} és una Q-base de K. Pel què fa a OK hem
demostrat abans que és un anell commutatiu. En concret, (OK ,+) és un grup abelià.
Definició 3.21. Una Z-base de (OK ,+) s’anomena base d’enters de K.
Cal matisar que tot i que puguem definir les bases d’enters, encara no hem demostrat la seva existència.
En aquesta secció, entre altres propietats demostrarem l’existència de bases d’enters per a tot anell
d’enters d’un cos de nombres K.
Lema 3.22. Si {α1, · · · , αn} és una Q-base de K formada per enters algebraics aleshores el discriminant
∆[α1, · · · , αn] és un enter racional (pertany a Z).
Prova: Per un costat ∆[α1, · · · , αn] ∈ Q com a conseqüència del teorema 3.17. D’altra banda, com que
els α1, · · · , αn són enters algebraics i Z¯ és un anell tenim que, usant la definició, ∆[α1, · · · , αn] ∈ Z¯.
Aplicant la proposició 3.4 observem que ∆[α1, · · · , αn] ha de ser un nombre enter racional.
Teorema 3.23. Tot ideal a de l’anell d’enters d’un cos de nombres K és un grup additiu lliure, abelià i
de rang n = [K : Q].
Prova: Primerament, recordem que el discriminant d’una Q-base formada per enters de K és un enter
racional (lema 3.22). D’altra banda, aplicant la proposició 3.10 sabem que tot ideal a conté una Q-base
de K. Per tant, podem seleccionar una Q-base {ω1, · · · , ωn} ⊆ a tal que minimitzi
|∆[ω1, · · · , ωn]|.
A continuació demostrarem que {ω1, · · · , ωn} és una Z-base de a. Suposem que no ho sigui. Aleshores
existeix un ω ∈ a tal que
ω = a1ω1 + · · ·+ anωn
per ai ∈ Q, no tots enters. Aleshores podem suposar, sense pèrdua de generalitat, que a1 /∈ Z. Aleshores
podem escriure a1 = ba1c + r, on ba1c és la part entera de a1 i r és un nombre racional entre 0 i 1.
Anomenant a = ba1c, definim:
ψ1 = ω − aω1,
ψi = ωi, 2 ≤ i ≤ n.
Aleshores {ψ1, · · · , ψn} és una Q-base de K formada per elements de a. A més, el determinant del canvi
de la base {ψ1, · · · , ψn} a la base {ω1, · · · , ωn} és:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 − a a2 a3 · · · an
0 1 0 · · · 0
...
...
...
...
0 0 0 · · · 1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = r.
Per tant, aplicant la proposició 3.16 tenim que
∆[ψ1, · · · , ψn] = r2∆[ω1, · · · , ωn]
però el fet que 0 < r < 1 contradiu l’elecció de {ω1, · · · , ωn} com a base que minimitza el discrimiant i
per tant, {ω1, · · · , ωn} és una Z-base de a i conseqüentment, a és un grup abelià lliure de rang n.
Corol·lari 3.24. L’anell d’enters O d’un cos de nombres K és un grup abelià lliure de rang n = [K : Q].
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Proposició 3.25. Siguin {ω1, · · · , ωn} i {ψ1, · · · , ψn} dues bases d’enters de K. Aleshores
∆[ω1, · · · , ωn] = ∆[ψ1, · · · , ψn].
Prova: Com que {ω1, · · · , ωn} i {ψ1, · · · , ψn} són dues Z-bases de O, aplicant el teorema 2.5 existeix una
matriu C = (cij) unimodular tal que:
(ω1, · · · , ωn) = (ψ1, · · · , ψn)C.
D’altra banda, aplicant la proposició 3.16 tenim que
∆[ω1, · · · , ωn] = (detC)2∆[ψ1, · · · , ψn] = ∆[ψ1, · · · , ψn].
Com a conseqüència de la proposició anterior veiem que el discriminant és constant per a tota base
d’enters. Anomenarem discriminant del cos K al discriminant d’una base d’enters de K. Denotarem ∆
a aquest invariant.
Teorema 3.26. Sigui K un cos de nombres i siguin {ω1, · · · , ωn} una base d’enters de K i {α1, · · · , αn}
una Q-base de K amb αi ∈ OK . Anomenem A ∈Mn(Z) a la matriu tal que:
(α1, · · · , αn) = (ω1, · · · , ωn)A.
Aleshores el Z-mòdul M = Zα1 + · · · + Zαn ⊆ OK compleix que [OK : M ] = |detA| i ∆[α1, · · · , αn] =
∆[ω1, · · · , ωn][OK : M ]2.
Prova: Primerament sabem que OK és un grup abelià lliure de rang n pel teorema 3.23 i per tant és un
Z-mòdul. D’altra banda, aplicant el teorema 2.7 tenim que
[OK : M ] = |detA|.
Per tant, aplicant la proposició 3.16
∆[α1, · · · , αn] = ∆[ω1, · · · , ωn][OK : M ]2.
4 Anells d’enters de cossos quadràtics i ciclotòmics
En aquesta secció estudiarem com són els anells d’enters dels cossos quadràtics i ciclotòmics p-èssims, on p
és un nombre primer. Aquests casos particulars són de vital importància a l’hora d’enfocar els problemes
clàssics de la teoria de nombres.
4.1 Cossos quadràtics
Definició 4.1. Direm que un cos de nombres K és quadràtic si [K : Q] = 2.
Com a primera observació recordem que podem escriure K = Q(γ), on γ ∈ C, ja que tot cos de
nombres és una extensió finita i separable de Q.
Lema 4.2. Tot cos de nombres quadràtic K es pot escriure com Q(
√
a), on a ∈ Q∗ \Q∗2.
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Prova: Primerament sabem que podem escriure K = Q(α), α ∈ C. Per ser K de grau 2 tenim que
Irr(α,Q;X) = x2 + µx+ ν
on µ, ν ∈ Q. Definim a = (2α+ µ)2 ∈ Q(α), aleshores tenim:
a = (2α+ µ)2 = 4α2 + 4αµ+ µ2 = µ2 − 4ν ∈ Q∗.
Per tant, tenim les igualtats següents:
α =
1
2
(
√
a− µ)
√
a = 2α+ µ
que impliquen Q(α) = Q(
√
a). Finalment observem que a ∈ Q∗ \ Q∗2 ja que si no fos així l’extensió K
seria igual a Q i per tant K no seria un cos quadràtic.
Teorema 4.3. Sigui d ∈ Q lliure de quadrats. Aleshores l’anell d’enters de Q(√d) és:
Z[
√
d] si d 6≡ 1 (mod 4)
Z[
1
2
+
1
2
√
d] si d ≡ 1 (mod 4).
(2)
Prova: Primerament, observem que per a tot α ∈ Q(√d)
α =
a+ b
√
d
c
on a, b, c ∈ Z tals que c > 0 i (a, b, c) = 1. Sigui p(x) ∈ Q[X] el polinomi mínim de α. Aleshores α és
enter algebraic si i només si:
p(x) = (t− (a+ b
√
d
c
))(t− (a− b
√
d
c
)) ∈ Z[X].
Per tant, α és enter algebraic si i només si:
a2 − b2d
c2
∈ Z. (3)
2a
c
∈ Z. (4)
Primer veiem que a i c no poden tenir cap factor primer p comú ja que si no fos així tindríem que p
divideix a b ( d és lliure de quadrats) la qual cosa contradiria el fet que (a, b, c) = 1. Per tant, veiem
a partir de (4) que o bé c = 1 o c = 2 ja que c i a no poden tenir cap factor primer comú. Si c = 1
llavors α és enter algebraic sempre. Si c = 2 tenim que a, b són senars: primerament veiem que a ho és
perquè a i c = 2 no poden tenir cap factor primer comú; d’altra banda b ha de ser senar per a què és
compleixi l’equació (3). D’altra banda, veiem que per c = 1, 2 l’equació (4) sempre es compleix. Pel què
fa a l’equació (3) tenim que
a2 − b2d ≡ 0 mod(4).
Observem que, per a tot nombre senar c = 2k + 1, tenim que c2 = 4k2 + 4k + 1 ≡ 1 mod(4). Per
tant, en el nostre cas a2 ≡ b2 ≡ 1 mod(4), la qual cosa implica que d ≡ 1 mod(4). Per tant, si d ≡ 1
mod(4) tenim que tant per c = 1 com per c = 2 es compleixen les dues igualtats. Per tant, en aquest cas
OQ(
√
d) = Z[
1
2 +
1
2
√
d]. Altrament, si d 6≡ 1 mod(4) només es compleixen les igualtats si c = 1 i per tant,
OQ(
√
d) = Z[
√
d].
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4.2 Anell d’enters del cos ciclotòmic
Un cos ciclotòmic és un cos de nombres de la forma Q(ξ), on ξ = e2pii/m és una arrel primitiva de la
unitat. En aquesta secció estudiarem com són els anells d’enters cilotòmics pel cas m primer.
Primerament, veiem que el cas m = 2 és trivial donat que ξ = −1 i per tant, Q(ξ) = Q, amb la qual cosa,
aplicant la proposició 3.4 obtenim OQ(ξ) = Z.
Suposem a partir d’ara que m = p primer senar. Com a primera observació recordem que el polinomi
mínim de ξ = e2pii/p té la següent forma:
φp(x) =
xp − 1
x− 1 = x
p−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1.
Al polinomi φp(x) se l’anomena polinomi ciclotòmic p-èssim. És un resultat conegut que el polinomi
ciclotòmic n-èssim és irreductible per a tot n ∈ N. Per tant, [Q(ξ) : Q] = p− 1.
A més, pel fet que ξ, ξ2, · · · , ξp−1 són també arrels p-èssimes de la unitat diferents de 1 tenim que són
arrels de φp(x). Per tant,
φp(x) = (x− ξ)(x− ξ2) · · · (x− ξp−1)
i per tant, els conjugats de ξ són ξ, ξ2, · · · , ξp−1. Aplicant el teorema 3.11 observem que els monomorfismes
definits de Q(ξ) a C venen donats per:
σi(ξ) = ξ
i, 1 ≤ i ≤ p− 1.
Com que 1, ξ, ξ2 · · · , ξp−2 és una base de Q(ξ) sobre Q (l’extensió té grau p − 1) tenim que tot element
α ∈ Q(ξ) es pot escriure com
α = a0 + a1ξ + · · ·+ ap−2ξp−2, ai ∈ Q.
Per tant,
σi(a0 + a1ξ + · · ·+ ap−2ξp−2) = a0 + a1ξi + · · ·+ ap−2ξ(p−2)i, ai ∈ Q.
Emprant aquesta fórmula podem calcular fàcilment la norma i la traça de ξ:
N(ξ) = N(ξi) = ξξ2 · · · ξp−1 = 1
ja que la norma de N(ξ) = φp(0) = 1. Pel què fa a la traça tenim:
T (ξ) = T (ξi) = ξ + ξ2 + · · ·+ ξp−1.
Com que 1 + ξ + ξ2 + · · ·+ ξp−1 = φp(ξ) = 0 és trivial veure que:
T (ξ) = T (ξi) = −1.
D’altra banda, com que els monomorfismes de Q en C fixen Q tenim que, per a tot a ∈ Q
T (a) = (p− 1)a.
N(a) = ap−1.
Per tant, la traça de qualsevol α ∈ Q(ξ) tindrà la següent forma:
T (α) =
p−2∑
i=0
T (aiξ
i) =
p−2∑
i=0
aiT (ξ
i) = a0(p− 1)−
p−2∑
i=1
ai.
D’altra banda, pel què fa a la norma ens serà útil la següent expressió:
N(1− ξ) =
p−1∏
i=1
(1− ξi)
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on el terme de la dreta és justament φp(1) = p. Per tant obtenim:
N(1− ξ) =
p−1∏
i=1
(1− ξi) = p. (5)
Hem dut a terme tots els càlculs necessaris per poder demostrar el següent teorema que ens descriu com
és l’anell d’enters del cos Q(ξ) on ξ = e2pii/p i p és un nombre primer.
Teorema 4.4. L’anell O d’enters de Q(ξ) és Z[ξ].
Prova: Sigui α un enter algebraic de Q(ξ). Aleshores, com que {1, ξ, · · · , ξp−2} és una Q-base de Q(ξ)
podem escriure
α = a0 + a1ξ + · · ·+ ap−2ξp−2, ai ∈ Q.
Volem demostrar que els nombres racionals ai, ∀ 0 ≤ i ≤ p− 2, són en realitat nombres enters.
Primerament ens adonem que, per a tot 0 ≤ k ≤ p− 2, l’element
αξ−k − αξ
és un enter algebraic ja que OQ(ξ) és un subanell de C. Aleshores, per aquest fet tenim que la traça
d’aquest element ha pertànyer a Z:
T (αξ−k − αξ) =T (a0ξ−k + · · ·+ ap−2ξp−k−2 − a0ξ − · · · − ap−2ξp−1)
= pak − (a0 + · · ·+ ap−2)− (−a0 − · · · − ap−2)
= pak.
(6)
Per tant, bk := pak és un enter racional.
Si fem el canvi de variable λ = 1− ξ. Aleshores tenim
α = b0 + b1ξ + · · ·+ bp−2ξp−2 = c0 + c1λ+ · · ·+ cp−2λp−2 (7)
on substituint ξ = 1− λ obtenim:
ci =
p−2∑
j=i
(−1)i
(
j
i
)
bj ∈ Z.
D’altra banda, com que λ = 1− ξ tenim la relació simètrica pels bi:
bi =
p−2∑
j=i
(−1)i
(
j
i
)
cj ∈ Z.
A continuació demostrarem per inducció que tots els ci són divisibles per p. Primerament ens adonem
que
c0 = b0 + b1 + · · ·+ bp−2 = p(−T (α) + b0)
i per tant p|c0 i tenim demostrat el cas base. A continuació suposarem que la hipòtesi és certa per a tot
ci amb i ≤ k − 1 on 0 ≤ k ≤ p− 2. Aleshores tenim per (5)
p =
p−1∏
i=1
(1− ξi) = (1− ξ)p−1
p−1∏
i=1
(1 + ξ + · · ·+ ξi−1) = λp−1κ (8)
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on κ ∈ Z[ξ] ⊆ O. Considerant la igualtat (8) com una congruència mòdul l’ideal 〈λk+1〉 tenim:
p ≡ 0, mod(〈λk+1〉).
D’altra banda, escrivint la equació (7) mod(〈λk+1〉) observem que els termes fins a ck−1λk−1 s’anul·len
per la hipòtesi d’inducció. D’altra banda els termes més grans que ck+1λk+1 també s’anul·len per ser
múltiples de λk+1. Per tant, l’equació (7) queda:
ckλ
k ≡ 0, mod(〈λk+1〉).
Aquesta expressió és equivalent a
ckλ
k = µλk+1,
on µ ∈ O. Per tant obtenim:
ck = µλ.
Prenent normes obtenim:
cp−1k = N(ck) = N(µ)N(λ) = pN(µ),
on hem utilitzat que N(λ) = p per (5). Per tant tenim p|cp−1k , la qual cosa comporta que p|ck i per tant,
hem demostrat per inducció que p|ck per a tot 0 ≤ k ≤ p− 2, la qual cosa per comporta que p|bk per a
tot k i per tant, ak ∈ Z per a tot k.
Teorema 4.5. El discriminant de la Q-base {1, ξ, · · · , ξp−2} de Q(ξ), on ξ = e2pii/p i p és un primer
senar, és
(−1)(p−1)/2pp−2.
Prova: Pel teorema 4.4 sabem que {1, ξ, · · · , ξp−1} és una base d’enters de Q(ξ). Aleshores, per la
proposició 3.19 tenim que el discriminant és:
(−1)(p−1)(p−2)/2N(φ′p(ξ))
on
φp(t) =
tp − 1
t− 1 ,
per tant tenim:
φ′p(t) =
(t− 1)ptp−1 − (tp − 1)
(t− 1)2
i avaluant en ξ obtenim:
φ′p(ξ) =
−pξp−1
λ
on λ = 1− ξ. Per tant,
N(φ′p(ξ)) =
N(−p)N(ξ)p−1
N(λ)
=
(−p)p−1
p
= pp−2
(9)
Finalment observem que el discriminant és (−1)(p−1)/2pp−2.
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5 Factorització en enters algebraics
En el capítol primer vam demostrar que els enters algebraics d’un cos de nombres finit K formen un anell
commutatiu. A aquest anell l’anomenem anell d’enters de K. L’objectiu d’aquest capítol és estudiar si és
possible factoritzar en producte d’irreductibles tots els elements de l’anell d’enters de K. D’altra banda,
també analitzarem en quins casos aquesta factorització és única i en quins no.
5.1 Nocions bàsiques d’algebra commutativa
En aquesta secció introduirem algunes nocions bàsiques d’anells commutatius per tenir les eines adequades
a l’hora d’estudiar com es comporten els anells d’enters d’un cos de nombres K. Primerament, definirem
els següents objectes indispensables alhora d’estudiar la factorització d’un anell.
Definició 5.1. Un domini D és un anell diferent de zero tal que ab = 0 implica a = 0 o b = 0 ∀a, b ∈ D.
Definició 5.2. Anomenem unitat a tot element x ∈ D pel qual existeix y ∈ D tal que xy = 1. Anome-
narem U(D) al conjunt de totes les unitats de D. U(D) forma un grup multiplicatiu.
Definició 5.3. Dos elements x, y ∈ D són associats si i només si existeix un element u ∈ U(D) tal que
x = uy.
Definició 5.4. Un element x ∈ D es diu irreductible si per a tota igualtat x = yz tenim que y ∈ U(D)
o bé z ∈ U(D).
A continuació introduirem algunes propietats bàsiques que utilitzarem més endavant.
Lema 5.5. Sigui D un domini aleshores es compleix per a tot x, y ∈ D diferents de 0:
a) x|y si i només si 〈x〉 ⊇ 〈y〉.
b) x i y són associats si i només si 〈x〉 = 〈y〉.
c) x és una unitat si i només si 〈x〉 = D.
d) x és irreductible si i només si 〈x〉 és maximal entre els ideals principals de D.
Prova: a) Si x|y aleshores y = ax per un a ∈ D. Per tant 〈y〉 ⊆ 〈x〉. D’altra banda si 〈y〉 ⊆ 〈x〉 tenim
que y = ax per un a ∈ D amb la qual cosa tenim x|y.
b) Si x i y són associats aleshores existeix u ∈ U(D) tal que x = uy. Per tant, 〈x〉 ⊆ 〈y〉. D’altra banda,
com que u ∈ U(D), tenim u−1x = y i per tant, 〈y〉 ⊆ 〈x〉.
c) Si x és una unitat tenim que x−1x = 1 per tant D = 〈1〉 ⊆ 〈x〉. I, conseqüentment D = 〈x〉. D’altra
banda, si 〈x〉 = D tenim que 1 = yx on y ∈ D la qual cosa indica que x ∈ U(D).
d) Suposem que x no és irreductible. Aleshores existeixen elements y, z ∈ U \ U(D) tals que x = yz.
Com que x i y no són associats aplicant b) tenim que 〈x〉 ( 〈y〉 ( D. Per tant, 〈x〉 no és maximal.
D’altra banda, si 〈x〉 no és maximal entre els ideals principals existeix un ideal principal 〈y〉, y ∈ D, tal
que 〈x〉 ( 〈y〉 ( D. Per tant aplicant a) sabem que y|x. A més, utilitzant c) podem concloure que x, y
no són associats. Per tant, x no és irreductible.
Normalment, en un domini qualsevol no serà possible factoritzar tot element no unitat en producte
d’irreductibles. Un exemple il·lustrador és l’anell dels enters algebraics Z¯. Per a qualsevol α ∈ Z¯ diferent
de zero i no unitat tenim la factorització α =
√
α
√
α. És fàcil veure que
√
α ∈ Z¯. En efecte, per definició
sabem que α ∈ Z¯ si i només si existeix un polinomi mònic p(x) ∈ Z[X] tal que p(α) = 0. Definint
g(x) = p(x2), és fàcil veure que és un polinomi mònic de Z[X] i que g(
√
α) = 0. Per tant,
√
α ∈ Z¯. Com
que α /∈ U(D) tenim que α no és irreductible. Per tant Z¯ no té elements irreductibles.
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Definició 5.6. Direm que un domini D és noetherià si tot ideal de D és finitament generat.
A continuació introduirem dues propietats interessants, les quals més endavant veurem que són equi-
valents. Aquestes són:
Definició 5.7. Condició de cadenes ascendents. Donada una cadena ascendent d’ideals:
I0 ⊂ I1 ⊂ ... ⊂ In ⊂ ... (10)
aleshores existeix un N tal que In = IN per a tot n ≥ N .
Definició 5.8. Condició maximal. Tot conjunt no buit d’ideals té un element maximal (no hi ha cap
altre ideal que el contingui).
Proposició 5.9. Sigui D un domini, les següents afirmacions són equivalents:
a) D és noetherià.
b) D satisfà la condició de cadenes ascendents.
c) D satisfà la condició maximal.
Prova: Suposem a). Sigui D un domini noetherià, considerem una cadena ascendent qualsevol definida
com a (10) . Definim I = ∪∞n=1In. És trivial veure que I és un ideal. Utilitzant la hipòtesi que D és
noetherià tenim que I és finitament generat, per tant, I = 〈x0, x1, ..., xn〉. Cada xi pertany a algun In(i).
Sigui N = max0≤i≤nn(i), aleshores tenim que I = IN i per a tot n ≥ N tenim In = IN .
Suposem ara que es satisfà b), aleshores considerem un conjunt no buit S de ideals. Suposem que S no
conté cap element maximal. Sigui I0 ∈ S un element qualsevol de S, per hipòtesi sabem que I0 no és
maximal. Per tant existeix I1 ∈ S tal que I0 $ I1. Pel mateix argument sabem que existeix un I2 ∈ S
tal que I1 $ I2. Per inducció, havent trobant In, existeix In+1 tal que In $ In+1 (In no és maximal).
Per tant, acabem de trobar una cadena ascendent de ideals que no finalitza, la qual cosa contradiu b).
Finalment suposem c). Sigui I un ideal qualsevol. Definim S el conjunt de tots els ideals finitament
generats continguts en I. Per un costat tenim que {0} ∈ S i per tant, S és no buit. Aplicant c) tenim
que S té un element maximal el qual anomenarem J . Si J 6= I, sigui x ∈ I \ J . Aleshores l’ideal 〈J, x〉 és
finitament generat ja que J ho és i J $ I amb la qual cosa arribem a una contradicció. Per tant, I = J i
per tant, I és finitament generat.
5.2 Factorització en elements irreductibles
Teorema 5.10. Si un domini D és noetherià aleshores tot element no unitat factoritza en producte
d’irreductibles.
Prova: Suposem que existeix un element x ∈ D \ U(D) diferent de zero que no pot ser expressat com a
producte d’elements irreductibles. Triem x tal que 〈x〉 sigui maximal entre tots els ideals generats pels
elements que no es poden escriure com a producte d’irreductibles. Per definició x no pot ser irreductible,
per tant x = yz on y i z no són unitats. Aleshores 〈y〉 ⊂ 〈x〉. Si 〈y〉 = 〈x〉 aleshores x i y serien associats
i això no és cert ja que implicaria que z és una unitat. Per tant 〈y〉 % 〈x〉 i 〈z〉 % 〈x〉. Per la maximalitat
de 〈x〉, tenim:
y = p1...pr,
z = q1...qs,
on pi i qi són irreductibes. Multiplicant aquestes dues expressions obtenim x com a producte d’elements
irreductibles, i per tant, arribem a una contradicció. Finalment hem vist que tot element de D es pot
escriure com a producte d’elements irreductible.
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Teorema 5.11. L’anell d’enters O d’un cos de nombres K és noetherià
Prova: Provarem que tot ideal I de O és finitament generat. Sabem pel teorema 3.23 que (O,+) és un
grup abelià lliure de rang n igual a [K : Q]. Sigui I un ideal de O. En concret (I,+) és un subgrup de
(O,+). Per tant, aplicant el teorema 2.6, (I,+) és un grup abelià lliure de rang s ≤ n. Sigui {x1, ..., xs}
una Z-base de I, aleshores tenim que 〈x1, ..., xs〉 = I. Per tant I és finitament generat. De fet, més
endavant veurem que tot ideal de O és un grup abelià lliure de rang n.
Corol·lari 5.12. Tot element de O no unitat factoritza en producte d’elements irreductibles.
Prova: Conseqüència directa dels teoremes 5.10 i 5.11.
Un cop demostrat que tots els elements d’un anell d’enters O d’un cos de nombres K es poden escriure
com a producte d’irreductibles introduirem una manera ràpida de detectar elements unitats i irreductibles
de O emprant la norma:
Proposició 5.13. Sigui O un anell d’enters d’un cos de nombres K, i siguin x, y ∈ O. Aleshores:
a) x es una unitat si i només si N(x) = ±1.
b) Si x i y són associats, aleshores N(x) = ±N(y).
c) Si N(x) és un primer racional, aleshores x és irreductible en O.
Prova: a) Si x és una unitat, aleshores existeix u ∈ U(O) tal que xu = 1. Per tant N(x)N(u) = N(1) = 1.
A més, sabem que N(x), N(u) ∈ Z, per tant N(x) = ±1. Per demostrar l’altra implicació, suposem
N(x) = ±1, aleshores per definició de l’aplicació N tenim:
σ1(x)σ2(x)...σn(x) = ±1
on σi, ∀1 ≤ i ≤ n, són els monomorfismes de K → C. Podem suposar sense pèrdua de generalitat que
σ1(x) = x (els altres σ1(x) són enters algebraics). Definim:
u = ±σ2(x)...σn(x).
Aleshores xu = 1 i per tant u = x−1 ∈ K. Aleshores u ∈ Z¯ ∩K = O i tenim que x és una unitat.
b) Si x, y són associats, aleshores x = uy, on u ∈ U(O). Per tant, aplicant a) tenim
N(x) = N(uy) = N(u)N(y) = ±N(y)
c) Sigui x = yz. Aleshores N(y)N(z) = N(yz) = N(x) = p on p és un primer racional. Per tant un dels
factors N(y), N(z) haurà de ser ±p i l’altre ±1. Aplicant a) tenim que o x o z ha de ser una unitat. Per
tant, x és irreductible.
6 Ideals
6.1 Factorització en ideals primers
L’objectiu d’aquesta secció és analitzar la factorització d’ideals en l’anell d’enters O d’un cos de nombres
qualsevol K. Veurem que, de la mateixa manera que els elements de O descomposen de manera única
(llevat d’unitats) com a producte d’elements irreductibles, els ideals de O es poden escriure de manera
única com a producte d’uns ideals amb propietats especials els quals anomenarem ideals primers.
Definició 6.1. Siguin I i J ideals d’un domini D. Definim el producte d’ideals IJ com el conjunt format
per les sumes finites
∑
xiyi (xi ∈ I, yi ∈ J). És evident que IJ és un ideal.
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Proposició 6.2. Sigui D un domini i x ∈ D tal que x = r1 · · · rn aleshores tenim la igualtat d’ideals
〈x〉 = 〈r1〉 · · · 〈rn〉.
Definició 6.3. Sigui A un anell i a un ideal de A. Direm que a és un ideal maximal si no existeix cap
ideal b tal que a $ b $ A.
Definició 6.4. Sigui A un anell i a un ideal propi de A. Direm que a és un ideal primer si, per a
qualsevol b, c ideals de A tals que bc ⊂ a aleshores o bé b ⊂ a o c ⊂ a.
A continuació introduirem un resultat ja conegut conegut d’estructures algebraiques.
Lema 6.5. Sigui A un anell i a un ideal de A. Aleshores:
a) a és maximal si i només si R/a és un cos,
b) a és primer si i només si R/a és un domini.
Corol·lari 6.6. Tot ideal maximal és primer.
A continuació enumerarem algunes propietats fonamentals de l’anell d’enters d’un cos de nombres.
Teorema 6.7. L’anell d’enters O d’un cos de nombre K té les següents propietats:
a) És un domini amb cos de fraccions K.
b) És noetherià.
c) Tot ideal primer diferent de zero de O és maximal.
Prova: a) O és un domini donat que és un subanell del cos K. D’altra banda, aplicant la proposició 3.23
sabem que O conté una base del cos K i per tant K ha de ser el seu cos de fraccions. b) i c) Teorema
5.11.
En general, els anells que compleixen les propietats anteriors se’ls anomena anells de Dedekind.
Proposició 6.8. Tota base d’enters de O és una Q-base del cos K.
Prova: Sigui {ω1, · · · , ωn} una base d’enters de O. Suposem que no és una Q-base de K. Aleshores
existeixen ai = bici ∈ Q no tots diferents de zero tals que:
a1ω1 + · · ·+ anωn = 0.
Multiplicant l’expressió anterior per c1 · · · cn obtenim:
d1ω1 + · · ·+ dnωn = 0
on di = bi
∏
j 6=i cj ∈ Z. Per tant {ω1, · · · , ωn} no és una base d’enters amb la qual cosa arribem a una
contradicció.
Definició 6.9. Sigui O l’anell d’enters d’un cos de nombres K. Anomenem ideal fraccionari de O als
O-submoduls a de K tals que existeix c ∈ O que compleix ca ⊂ O.
Observem que la definició anterior és equivalent a dir que el conjunt b = ca sigui un ideal de O.
Escriurem els ideals fraccionaris com c−1b on c ∈ O i b és un ideal enter (ideal de O).
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Exemple 6.10. Els ideals fraccionaris de Z són de la forma rZ on r ∈ Q.
Aquest fet es pot demostrar fàcilment donat que Z és un domini d’ideals principals i per tant, tot
ideal fraccionari de Z és de la forma c−1〈d〉 on d, c ∈ Z. Per tant, a = c−1dZ.
De fet el resultat anterior es pot generalitzar per a tot anell d’enters O d’un cos de nombres K que
sigui domini d’ideals principals. En efecte, si O és domini d’ideals principals, els seus ideals fraccionaris
són de la forma c−1〈d〉 on c, d ∈ O. Per tant, els ideals fraccionaris són de la forma rO on r ∈ K.
Definició 6.11. Siguin a, b ideals de l’anell d’enters O. Direm que a divideix b si existeix un ideal c de
O tal que b = ac
A continuació introduirem dos teoremes de vital importància que demostrarem de manera simultània.
Teorema 6.12. Els ideals fraccionaris de O diferents de zero formen un grup abelià multiplicatiu.
Teorema 6.13. Tot ideal diferent de zero de O es pot escriure com a producte d’ideals primers de manera
única llevat reordenacions dels factors.
Prova: Per demostrar ambdós teoremes seguirem els següents passos:
1. Sigui a un ideal de O. Aleshores existeixen ideals primers p1, ..., pr tals que
p1...pr ⊆ a. (11)
Suposem que no fos així. Aleshores per ser O noetherià (Teorema 6.7) triem l’ideal a maximal en el
conjunt dels ideals que no compleixen la identitat (11). Suposem que a no és primer (sinó prenem
p1 = a). Per tant, com que a no és primer existeixen ideals b, c de O amb bc ⊆ a i b * a, c * a.
Aleshores definim:
a1 = a + b,
a2 = a + c.
Aleshores és fàcil veure que a1a2 ⊆ a, a1 ) a, a2 ) a. Per la maximalitat de a tenim que existeixen
primers ideals p1, ..., ps, ps+1, ..., pr tals que:
p1...ps ⊆ a1,
ps+1...pr ⊆ a2.
I finalment, p1...pr ⊆ a1a2 ⊆ a, i per tant, arribem a una contradicció.
2. Definició de l’ideal invers:
Per a tot ideal a ∈ O definim:
a−1 = {x ∈ K | xa ⊆ O}.
És evident que a−1 és un O-submòdul de K. Si a 6= 0, tenim que per a tot c ∈ a, c 6= 0, es compleix
ca−1 ⊆ O, per tant a−1 és un ideal fraccionari.
D’altra banda, tenim per definició:
{aa−1 ⊆ O}.
Això vol dir que l’ideal fraccionari aa−1 és un ideal enter (a ⊆ O).
21
3. Si a és un ideal enter, aleshores a−1 ) O.
Aplicant que tot ideal maximal és primer (O és noetherià) i que tot ideal està contingut en un
ideal maximal, tenim que a ⊆ p per algun ideal maximal p. Per definició de ideal invers observem
que p−1 ⊆ a−1. Per tant, ens serà suficient demostrar que p−1 6= O per p ideal maximal. Comencem
amb qualsevol a ∈ p, a 6= 0. Usant 1 podem triar el nombre r més petit tal que:
p1 · · · pr ⊆ 〈a〉
per p1, · · · , pr primers. Com que 〈a〉 ⊆ p i p és primer tenim que algun pi ⊆ p. Sense pèrdua de
generalitat podem suposar que p1 ⊆ p. D’altra banda, sabem que tot ideal primer és maximal a O
i per tant p = p1. A més, per la minimalitat de r sabem
p2...pr * 〈a〉.
Per aquesta raó, existeix un element b ∈ p2...pr \ 〈a〉. Però bp ⊆ 〈a〉 que implica ba−1p ⊆ O i, per
definició, ba−1 ∈ p−1. D’altra banda, b /∈ aO i per tant ba−1 /∈ O la qual cosa implica que p−1 6= O
donat que hem trobat un element de p−1 que no pertany a O.
4. Sigui a un ideal diferent de zero que compleix aS ⊆ a per qualsevol subconjunt S ⊆ K, aleshores
S ⊆ O.
Volem demostrar que si aθ ⊆ a per un element θ ∈ S aleshores θ ∈ O. Com que O és noethe-
rià, a = 〈a1, ..., am〉, on no tots els ai són zero. Aleshores, el fet que aθ ⊆ a implica:
a1θ = b11a1 + · · ·+ b1mam
.........
amθ = bm1a1 + · · ·+ bmmam,
on bij ∈ O.
Equivalentment, tenim que el sistema d’equacions:
(b11 − θ)x1 + · · ·+ b1mxm = 0
.........
bm1x1 + · · ·+ (bmm − θ)xm = 0
té solució no nul·la x1 = a1, · · · , xm = am, i per tant la matriu del sistema anterior té determinant
zero. D’altra banda, és fàcil veure que el determinant d’aquesta matriu resulta ser una equació
polinòmica mònica en θ. Per tant, θ ∈ O.
5. Si p és un ideal maximal, aleshores pp−1 = O.
En el desenvolupament de 2 sabem que pp−1 és un ideal enter on p ⊆ pp−1 ⊆ O. Com que p
és maximal, pp−1 ha de ser igual a O o p. No obstant, si pp−1 = O tindríem, per 4. (prenent
S = p−1) que p−1 ⊆ O, la qual cosa contradiria 3.
6. Per a tot ideal a 6= 0, aa−1 = O.
Suposem que no fos així. Triem a maximal respecte el conjunt d’ideals S que compleixen bb−1 6= O.
Aleshores a ⊆ p, on p és maximal. Per 2 sabem que O ⊆ p−1 ⊆ a−1. Per tant tenim:
a ⊆ ap−1 ⊆ aa−1 ⊆ O.
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A més, el fet que ap−1 ⊆ O implica que ap−1 és un ideal. Ens adonem que a $ ap−1 ja que, si no
fossin iguals tindríem per 4 que p−1 ⊂ O la qual cosa contradiria 3. Per tant, com que a és maximal
en S tenim que ap−1 satisfà:
ap−1(ap−1)−1 = O.
Per definició de a−1 veiem que
p−1(ap−1)−1 ⊆ a−1.
Per tant,
O ⊆ ap−1(ap−1)−1 ⊆ aa−1 ⊆ O.
7. El conjunt F dels ideals fraccionaris formen un grup commutatiu.
Volem demostrar que el conjunt F dels ideals fraccionari és un grup commutatiu. Abans de tot
demostrarem que el producte de ideals fraccionaris és un ideal fraccionari. En efecte, si a1 i a2
són ideals fraccionaris, aleshores existeixen c1, c2 ∈ O tals que c1a1 ⊆ O i c2a2 ⊆ O. Per tant,
c1c2a1a2 ⊆ O. D’altra banda, és trivial veure que a1a2 és un O-mòdul per ser producte de O-
mòduls. Per tant, podem concloure que el producte d’ideals fraccionaris és un ideal fraccionari. A
més, per ser O l’anell d’enters d’un cos de nombres K aquest producte és associatiu i commutatiu.
Prendrem com a element identitat O, ja que Oa = a per a tot ideal fraccionari. Finalment, hem
de veure que tot ideal fraccionari a té invers. En altres paraules, volem trobar un ideal a
′
tal que
aa
′
= O. Per definició, sabem que existeix un element c ∈ O tal que a = c−1b. En aquestes
condicions definim a
′
= cb−1 que compleix aa
′
= O. Per tant, F és un grup commutatiu.
8. Tot ideal enter diferent de zero a es pot escriure com a producte d’ideals primers.
Si no fos així, sigui a un ideal maximal en el conjunt S dels ideals que no es poden escriure com
a producte d’ideals primers. Aleshores a és òbviament no primer i, per ser O noetherià (maximal
és equivalent a primer) sabem que existeix un ideal primer p tal que a ⊆ p. Aplicant 2. i 3. tenim
O $ p−1 ⊆ a−1, d’on deduïm:
a $ p−1a ⊆ O.
Per tant, per ser a maximal en S, tenim:
ap−1 = p1...pr,
on p1, ..., pr són ideals primers. Per tant podem escriure:
a = pp1...pr
amb la qual cosa arribem a una contradicció.
9. Siguin a, b ideals de O aleshores a|b si i només si a ⊇ b.
Si a|b aleshores existeix un ideal c tal que ac = b. Per definició de producte d’ideals és obvi
veure que b ⊆ a. D’altra banda, si a ⊆ b podem definir l’ideal fraccionari c = ba−1. Aleshores
tenim per 6:
c = ba−1 ⊆ aa−1 = O
i per tant, c és un ideal de O i podem escriure a = bc.
10. La factorització en ideals primers és única.
Suposem que tenim dues factoritzacions d’un ideal a:
a = p1...pr = q1...qs.
Sabem que p1 ha de dividir algun qi per ser ideals primers. Aleshores aplicant 9. tenim que p1 ⊇ qi.
D’altra banda, per ser qi maximal p1 = qi. Finalment hem demostrat el teorema 6.13.
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6.2 Norma d’un ideal
En aquesta secció introduirem la noció de norma d’un ideal.
Definició 6.14. Siguin a i b ideals de l’anell d’enters d’un cos de nombres K. Anomenarem màxim
comú divisor i mínim comú múltiple als ideals g i l respectivament que compleixen:
g|a, g|b i, per a tot ideal g′ que compleixi aquesta propietat g′|g,
a|l, b|l i, per a tot ideal l′ que compleixi aquesta propietat l|l′.
La factorització única d’ideals ens permet facilitar enormement els càlculs alhora de trobar els ideals g
i l. Sigui
a =
∏
peii
una factorització de a en ideals primers i,
b =
∏
pfii
una factorització de b en ideals primers. Aleshores és fàcil veure que:
g =
∏
pi
min(ei,fi).
l =
∏
pi
max(ei,fi).
Lema 6.15. Siguin a i b ideals de O, i g i l el seu màxim comú divisor i mínim comú múltiple respecti-
vament, aleshores tenim:
g = a + b, l = a ∩ b.
Prova: Com a conseqüència del pas 9 de la demostració del teorema 6.13 sabem que r|a si i només si
r ⊇ a. Per tant, per definició g és l’ideal més gran contingut en a i b, o sigui, a ∩ b. D’altra banda, l és
l’ideal més petit que conté a i b. Per tant l és a + b.
Lema 6.16. Per a tot ideal a ⊆ O l’anell quocient O/a és finit.
Prova: Sabem que tot ideal a de l’anell d’enters O és un grup abelià lliure de rang n (teorema 3.23). Per
tant, aplicant el teorema 2.7 tenim que O/a és finit.
Definició 6.17. Sigui a un ideal de l’anell d’enteres O. Anomenem norma d’un ideal al nombre enter
positiu
N(a) = |O/a|.
Com a primera observació veiem que, per a tot ideal a ⊆ O, N(a) està ben definida pel lema 6.16
Teorema 6.18. Sigui O l’anell d’enters d’un cos de nombres K, aleshores es compleix, per a tot ideal a:
N(a) = |∆[α1, · · · , αn]
∆
|1/2
on ∆ és el discriminant de K i {α1, · · · , αn} és una Z-base de a.
Prova: Primerament, com a conseqüència del teorema 3.26 tenim que
N(a) = |O/a| = det(cij).
A continuació introduïm {ω1, ..., ωn} una Z-base de O, i {α1, ..., αn} una Z-base de a. Aleshores podem
escriure, per a tot 1 ≤ i ≤ n, αi =
∑n
j=1 cijωj on cij ∈ Z. Per tant, aplicant la proposició 3.16 obtenim:
∆[α1, ..., αn] = det(cij)
2∆[ω1, ..., ωn] = (N(a))
2∆.
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Corol·lari 6.19. Si a = 〈a〉 és un ideal principal, aleshores N(a) = |N(a)|.
Prova: Sigui {ω1, ..., ωn} una Z-base de O, pel corol·lari 6.8 sabem que és una Q-base de K. Finalment,
emprant el teorema 6.18 i la definició de discriminant:
N(a) =| ∆[aω1, ..., aωn]
∆[ω1, ..., ωn]
|1/2=| ∆[aω1, ..., aωn]
∆
|1/2= |N(a)|.
La norma d’ideals és multiplicativa:
Teorema 6.20. Siguin a i b dos ideals de O diferents de zero, aleshores
N(ab) = N(a)N(b).
Prova: Per la unicitat de la factorització en ideals primers i fent inducció en tindrem prou en demostrar:
N(ap) = N(a)N(p) (12)
on p és un ideal primer.
Demostrarem les següents igualts:
|O/ap| = |O/a||a/ap| (13)
i
|a/ap| = |O/p| (14)
A partir de les equacions (13) i (14) es dedueix l’equació (12) emprant la definició de norma d’un ideal.
Pel què fa a la l’equació (13), definim el morfisme d’anells: φ : O/ap→ O/a tal que
φ(x+ ap) = x+ a.
És evident que φ és exhaustiu i que el seu nucli és a/ap. Per tant pel teorema d’isomorfisme i el teorema
de Lagrange tenim demostrada l’equació (13). A continuació provarem l’equació (14). Primerament ens
adonem que, com a conseqüència de la factorització única tenim que a 6= ap, per tant, a ) ap. Veurem
que no existeix cap ideal b estrictament contingut entre a i ap. Per tant, si tenim:
a ⊇ b ⊇ ap.
Aleshores tenim les següents inclusions d’ideals fraccionaris:
a−1a ⊇ a−1b ⊇ a−1ap.
Per tant,
O ⊇ a−1b ⊇ p.
Com que l’ideal fraccionari a−1b ⊆ O, veiem que és un ideal enter. A més, per ser p maximal (Teorema
6.7 ) tenim:
a−1b = O ó a−1b = p
per tant,
b = a ó b = ap.
Aquest fet significa que per a tot element a ∈ a \ ap:
ap + 〈a〉 = a. (15)
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A continuació, fixem un a ∈ a \ ap qualsevol, definim θ : O→ a/ap l’aplicació tal que:
θ(x) = ax+ ap.
Com a primera observació veiem que θ és un morfisme de O-mòduls. A més a més, θ és exhaustiva per
l’equació (15) i el seu nucli satisfà
p ⊆ kerθ.
Notem que kerθ 6= O ja que si no fos així, pel teorema d’isomorfisme de grups a/ap ∼= O/kerθ ∼= 0 que
contradiria la hipòtesi que a 6= ap. D’altra banda per ser p maximal
kerθ = p.
Finalment tenim O/p ∼= a/ap com a O-mòduls i per tant tenim demostrada l’equació (14).
A partir d’ara per simplificar la notació a l’hora d’estudiar la divisibilitat d’ideals escriurem a|b on
b ∈ O, per referir-nos a a|〈b〉. Amb aquesta notació, si p és un ideal primer tindrem:
p|ab implica p|a o p|b.
Aquesta notació ens permetrà fer més evident la correspondència que existeix entre factorització d’ele-
ments i ideals principals. A continuació analitzarem algunes propietats de la norma d’ideals.
Teorema 6.21. Sigui a un ideal de O, a 6= 0. Aleshores:
a) Si N(a) és primer, a és primer.
b) N(a) és un element de a, o equivalentment a|N(a).
Prova: a) Demostrarem el contrarecíproc. Sigui a un ideal no primer, aleshores a =
∏m
i=1 pi on pi són
ideals primers i m ≥ 2. Per la multiplicitat de la norma:
N(a) =
m∏
i=1
N(pi).
Per tant N(a) no és primer.
b) Com que N(a) = |O/a| observem que, per qualsevol x ∈ O, es compleix:
N(a)[x] = |O/a|[x] = [0],
on [x] denota la classe de x en O/a. Per tant per a tot x ∈ O, N(a)x ∈ a. Prenent x = 1, tenim
demostrada la propietat que buscàvem.
Teorema 6.22. Sigui O l’anell d’enters d’un cos de nombres K aleshores es compleix:
a) Tot ideal diferent de zero de O té un nombre finit de divisors.
b) Tot enter racional diferent de zero pertany només a un nombre finit d’ideals de O.
c) Només un nombre finit de ideals de O té una norma fixada.
Prova: a) Aquest fet és conseqüència directa de la factorització única d’ideals en ideals primers.
b) Sigui r ∈ Z tal que r 6= 0. Aleshores existeixen ideals primers p1, · · · , pn tals que
〈r〉 = p1 · · · pn,
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a més, aquesta factorització és única. Utilitzant l’apartat anterior sabem que 〈r〉 té un nombre finit de
divisors. D’altra banda, per la caracterització de divisors d’ideals feta al punt 9 de la demostració del
teorema 6.12, sabem que 〈r〉 pertany només a un nombre finit d’ideals.
c) Suposem que no fos així. Sigui k un enter positiu diferent de zero per el qual existeixen infinits ideals
ai que compleixen N(ai) = k. Aleshores per l’apartat b) del teorema 6.21 sabem que k pertany a cada
ideal ai i per tant, pertany a un nombre infinit d’ideals i conseqüentment, contradiem l’apartat b).
Fins ara sabem que tot ideal de O és finitament generat (conseqüència de ser noetherià). Entre altres
coses, a continuació demostrarem que tot ideal de O té com a molt dos generadors.
Lema 6.23. Siguin a i b dos ideals no nuls de O aleshores existeix α ∈ a tal que
αa−1 + b = O.
Prova: Primerament observem que si α ∈ a tenim que a|α, i per tant αa−1 és un ideal enter. D’altra
banda, sabem pel lema 6.15 que αa−1 + b és el màxim comú divisor de αa−1 i b. D’aquesta manera serà
suficient veure que
αa−1 + pi = O i = 1 · · · r,
on p1, ..., pr són els ideals primers diferents que divideixen b. Per tant, haurem de provar que
pi - αa−1.
Per tant, en tindrem prou amb trobar un α ∈ a tal que αa−1 /∈ pi per a tot pi, o equivalentment, trobar
α ∈ a \ api per a tot 1 ≤ i ≤ r.
Si r = 1 per la factorització única d’ideals tenim a 6= api.
Si r > 1 definim
ai = ap1...pi−1pi+1...pr.
Pel cas r = 1 podem triar per a tot 1 ≤ i ≤ r,
αi ∈ ai \ aipi.
Definim
α = α1 + ...+ αr.
Primerament veiem que α ∈ a ja que cada αi ∈ ai ⊆ a. Suposem que α ∈ api. Si i 6= j aleshores
αj ∈ aj ⊆ api amb la qual cosa:
αi = α− α1 − ...− αi−1 − αi+1 − ...− αr ∈ api.
Per tant api|〈αi〉. D’altra banda com que αi ∈ ai tenim que ai|〈αi〉. Per tant aipi|〈αi〉 i arribem a una
contradicció amb el fet que αi /∈ aipi per definició. Per tant α ∈ a \ api per a tot 1 ≤ i ≤ r i hem
demostrat el lema.
Teorema 6.24. Sigui a 6= 0 un ideal de O, i 0 6= β ∈ a. Aleshores existeix un element α ∈ a tal que
a = 〈α, β〉.
Prova: Sigui b = βa−1. Pel lema 6.23 sabem que existeix un α ∈ a tal que
αa−1 + b = αa−1 + βa−1 = O,
per tant,
(〈α〉+ 〈β〉)a−1 = O,
Finalment, com que els ideals fraccionaris són un grup commutatiu tenim que
a = 〈α〉+ 〈β〉 = 〈α, β〉.
27
Amb aquest teorema hem demostrat que tot ideal de l’anell d’enters O està generat per, com a molt,
dos elements. Aquest fet suposa un gran avantatge alhora d’estudiar les propietats d’aquest anell.
Teorema 6.25. La factorització d’elements de O és única si i només si tot ideal de O és principal.
Prova: Si tot ideal és principal aleshores sabem que tot element factoritza de manera única en producte
d’irreductibles. Per demostrar el recíproc serà suficient demostrar que tot ideal primer és principal, ja
que tot ideal és producte d’ideals primers i a més, el producte d’ideals principals és un ideal principal.
Sigui p un ideal primer. Per l’apartat b) del teorema 6.21 tenim que p|N(p). D’altra banda pel teorema
5.12 podem factoritzar N(p) com a producte d’irreductibles a O. Per tant:
N(p) = pi1 · · ·pis,
on pii són elements irreductibles de O. Com que p|N(p) i p és un ideal primer, tenim que p|〈pii〉 per algun
1 ≤ i ≤ s. A més a més, com a conseqüència del fet que la factorització en irreductibles és única a O
tenim que pii és primer. Per tant, 〈pii〉 és un ideal primer. Finalment, com que p|〈pii〉 i, p i 〈pii〉 són ideals
primers tenim que, per unicitat en la factorització d’ideals:
p = 〈pii〉,
i per tant, p és principal.
7 Mètodes geomètrics
7.1 Reticles
En aquesta secció introduirem una visió diferent a la desenvolupada fins aquest punt, purament algebraica,
i passarem a desenvolupar unes eines geomètriques que ens seran crucials alhora d’abordar els teoremes
que introduirem més endavant. En concret introduirem la noció de reticle i enunciarem les seves propietats
bàsiques.
Definició 7.1. Sigui {e1, ..., em} un conjunt linealment independent de vectors de Rn (m ≤ n). Anome-
narem reticle al subgrup additiu de (Rn,+) generat per {e1, ..., em}.
Com a primera observació, ens adonem que tot reticle és un grup abelià lliure:
Proposició 7.2. Tot reticle de Rn generat per m ≤ n vectors linealment independents és un grup abelià
lliure de rang m.
Prova: Per definició, tot element del reticle és combinació lineal en Z dels elements e1, · · · , em. D’altra
banda, per ser e1, · · · , em independents tenim que si
λ1e1 + ...+ λmem = 0
on λi ∈ Z per a tot 1 ≤ i ≤ m, aleshores per ser {e1, ..., em} independents λi = 0 per a tot 1 ≤ i ≤ m.
En aquesta secció ens limitarem a estudiar els reticles n-dimensionals de Rn.
Proposició 7.3. Un subgrup additiu de Rn és un reticle si i només si és discret.
Prova: La demostració està descrita al llibre Ste en concret a les pàgines 130− 131.
Definició 7.4. Sigui L un reticle n-dimensional de Rn generat per e1, ..., en. Anomenem domini fona-
mental T de L al subconjunt de Rn format per
∑n
i=1 λiei on λi ∈ [0, 1).
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Proposició 7.5. Sigui T el domini fonamental d’un reticle n-dimensional de Rn. Aleshores tot element
de Rn pertany exactament a un conjunt T + l on l ∈ L.
Prova: Primer provarem que tot element x ∈ Rn pertany a algun conjunt T + l on l ∈ L. Escrivim x en
la base {e1, · · · , en} que genera el reticle L. Sigui:
x =
n∑
i=1
aiei, ai ∈ Q.
Introduint ri = ai − baic per a tot 1 ≤ i ≤ n, tenim:
x =
n∑
i=1
baicei +
n∑
i=1
riei ∈ l + T,
on l ∈ L. A continuació demostrarem la unicitat. Suposem que no fos així. Sigui x un element de Rn
tal que pertany a l0 + T i l1 + T , on l0 i l1 són diferents elements de L. Sigui e1, · · · , en una base de Rn.
Aleshores podem escriure l0 =
∑n
i=1 µiei i l1 =
∑n
i=1 µ
′
iei, on µi i µi′ ∈ Z per a tot 1 ≤ i ≤ n. Per tant
podem escriure:
x =
n∑
i=1
µiei +
n∑
i=1
λiei =
n∑
i=1
µ
′
iei +
n∑
i=1
λi
′ei
on λi i λi′ ∈ [0, 1), ∀1 ≤ i ≤ n. Prenent la part entera dels coeficients de la base obtenim:
n∑
i=1
µiei =
n∑
i=1
µ
′
iei
i per tant, l0 = l1 amb la qual cosa arribem a una contradicció.
7.2 El teorema de Minkowski
En aquesta secció demostrarem el teorema de Minkowski, un teorema tècnic que ens serà de vital impor-
tància a l’hora de demostrar la finitud del grup de classes i el teorema de Dirichlet de les unitats.
Definició 7.6. Direm que un subconjunt X ⊆ Rn és convex si per a tot x, y ∈ X el segment λx+(1−λ)y,
λ ∈ [0, 1], està contingut en X.
Definició 7.7. Sigui X un subconjunt de Rn. Direm que X és simètricament centrat si per a tot x ∈ X,
−x ∈ X.
Teorema 7.8. (Teorema de Minkowski). Sigui L un reticle n-dimensional de Rn generat per e1, ..., en.
Sigui T el seu domini fonamental i E ⊆ Rn un subconjunt convex, simètricament centrat i Lebesgue
mesurable tal que
vol(E) > 2n vol(T )
aleshores E conté un punt no nul de L.
Prova: Primerament observem que, per la proposició 7.5, podem escriure Rn com la unió disjunta dels
elements T + l on l ∈ L. Per tant, podem escriure
1
2
E =
⋃
l∈L
((
1
2
E) ∩ (x+ T )) (unió disjunta),
on, per un t fixat, tE = {te, e ∈ E}. Utilitzant la hipòtesi de l’enunciat tenim:
vol(T ) <
1
2n
vol(E) = vol(
1
2
E) =
∑
x∈L
vol(
1
2
E ∩ (x+ T )) =
∑
x∈L
vol(
1
2
(E − x) ∩ T ),
29
on la darrera igualtat és conseqüència del fet que la mesura de Lebesgue és invariant respecte translacions.
D’altra banda, aquesta desigualtat estricta ens permet concloure que els conjunts ( 12E − x) on x ∈ L no
poden ser disjunts dos a dos. Siguin R0 = 12E−x0 i R1 = 12E−x1 dos conjunts diferents amb intersecció
no buida. És obvi que x0 − x1 ∈ L ja que L és un subgrup additiu. D’altra banda, sigui z ∈ R0 ∩ R1,
tenim:
z =
1
2
e0 − x0 = 1
2
e1 − x1,
on e0, e1 ∈ L. Manipulant l’expressió obtenim:
x0 − x1 = 1
2
(e0 − e1)
Aplicant que el conjunt E és convex i simètricament centrat tenim que x0−x1 ∈ E. Per tant, hem trobat
un element no nul de L ∩ E.
7.3 Representació geomètrica dels nombres algebraics
L’objectiu d’aquest apartat serà desenvolupar un mètode per injectar un cos de nombres K en un R-espai
vectorial de dimensió igual al grau de K de tal manera que els ideals de OK esdevinguin reticles d’aquest
espai vectorial.
Sigui K = Q(θ) un cos de nombres de grau n on θ ∈ OK (per la proposició 3.5 sabem que tot cos de
nombres es pot escriure d’aquesta manera). Sigui {σ1, ..., σn} el conjunt de monomorfismes de K → C
(Teorema 3.5). Si σi(θ) ∈ R i equivalentment, σi(K) ⊆ R, direm que σi és real. Altrament, direm que σi
és complex. Observem que per a tot σi podem definir el monomorfisme
σi(α) = σi(α)
on la barra defineix la conjugació complexa. Si σi és complex σi defineix un monomorfisme diferent.
D’altra banda, si σi és real σi = σi. Per tant, podem concloure que
n = s+ 2t (16)
on s és el nombre de monomorfismes reals i 2t és el nombre de monomorfismes complexos. A partir d’ara,
escriurem els monomorfismes de K → C en el següent ordre:
σ1, ..., σs;σs+1, σs+1, ...σs+t, σs+t,
on σi ∀1 ≤ i ≤ s són els monomorfismes reals i la resta són els complexos.
Definició 7.9. Anomenem Lst al R-espai vectorial Rs × Ct. Escriurem els elements x ∈ Lst com:
x = (x1, ..., xs;xs+1, xs+2, ..., xs+t),
on x1, ..., xs ∈ R i xs+1, ..., xs+t ∈ C.
Introduirem el producte a Lst com el producte component a component. D’altra banda, es veu
fàcilment que té estructura de R-àlgebra i per tant, de Q-àlgebra.
Definició 7.10. Anomenarem norma a l’aplicació N : Lst → R tal que:
N(x) = x1 · · ·xs|xs+1|2 · · · |xs+t|2.
Òbviament aquesta aplicació compleix N(xy) = N(x)N(y) per a tot x, y ∈ Lst.
D’altra banda podem definir l’aplicació σ : K → Lst tal que:
σ(α) = (σ1(α), · · · , σs(α), σs+1(α), · · · , σs+t(α))
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És fàcil veure que σ és un morfisme de Q-àlgebres ja que els σi fixen Q i per tant, per a tot r ∈ Q i per
a tot α ∈ K
σ(rα) = rσ(α).
D’altra banda, ens adonem que per a tot α ∈ K
N(σ(α)) = N(α),
on N(α) és refereix a l’aplicació norma a K i N(σ(α)) es refereix a l’aplicació norma a Lst. Per tant, no
hi ha cap ambigüitat alhora de definir aquestes aplicacions.
Teorema 7.11. Sigui {α1, · · · , αn} una base de K sobre Q aleshores σ(α1), ..., σ(αn) són linealment
independents a Lst sobre R, on n = s+ 2t. Per tant, formen una R-base.
Prova: Primerament, per facilitar els càlculs introduirem la següent notació: Per a tot 1 ≤ l ≤ n, tenim:
σk(αl) = x
(l)
k , k = 1, · · · , s,
σs+j(αl) = y
(l)
j + iz
(l)
j , j = 1, · · · , t,
on x(l)k , y
(l)
j , z
(l)
j ∈ R. Aleshores,
σ(αl) = (x
(l)
1 , · · · , x(l)s ; y(l)1 + iz(l)1 , · · · , y(l)t + iz(l)t ).
Veure que aquests elements són linealment independents a Lst és equivalent a veure que el determinant
D =
∣∣∣∣∣∣∣∣
x1
(1) · · · xs(1) y(1)1 z(1)1 · · · y(1)t z(1)t
... · · · ... ... ... · · · ... ...
x1
(n) · · · xs(n) y(n)1 z(n)1 · · · y(n)t z(n)t
∣∣∣∣∣∣∣∣
és diferent de zero. D’altra banda, podem definir el determinant:
E =
∣∣∣∣∣∣∣∣
x1
(1) · · · xs(1) y(1)1 + iz(1)1 y(1)1 − iz(1)1 · · · y(1)t + iz(1)t y(1)t − iz(1)t
... · · · ... ... ... · · · ...
x1
(n) · · · xs(n) y(n)1 + iz(n)1 y(n)1 − iz(n)1 · · · y(n)t + iz(n)t y(n)t − iz(n)t
∣∣∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣∣
σ1(α1) · · · σs(α1) σs+1(α1) σs+1(α1) · · · σs+t(α1)
... · · · ... ... ... · · · ...
σ1(αn) · · · σs(αn) σs+1(αn) σs+1(αn) · · · σs+t(αn)
∣∣∣∣∣∣∣ .
Aleshores usant la definició de discriminant tenim que
E2 = ∆[α1, · · · , αn]
A més a més, com que {α1, · · · , αn} és una Q-base de K aleshores E 6= 0 (Teorema 3.15). D’altra banda,
utilitzant les propietats del determinant, obtenim:
D = (−2i)nE
i per tant, D 6= 0 tal com volíem provar.
Corol·lari 7.12. Sigui a un ideal enter de OK amb Z-base {α1, · · ·αn}. Aleshores la imatge de a per σ
és un reticle de Lst generat per σ(α1), · · · , σ(αn).
Prova: Conseqüència directa del teorema anterior i del fet que tot monomorfisme σi fixa Q, i per tant
Z.
Aquest últim corol·lari i el teorema 3.23 ens permeten representar l’anell d’enters O d’un cos de
nombres K de grau n com un reticle n-dimensional de Lst.
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8 Teoremes clàssics de la teoria algebraica de nombres
8.1 Teorema de la finitud del grup de classes
En aquest capítol trobarem un indicador que ens determini si l’anell d’enters O d’un cos de nombres K
té factorització única o no, i, en el cas que no en tingui ens mesuri com de lluny es troba de tenir-ne.
Aquest indicador serà el cardinal del grup de classes que introduirem a continuació. L’objectiu d’aquesta
secció serà veure que aquest cardinal és finit.
A partir d’ara, anomenarem F el grup d’ideals fraccionaris i P el conjunt dels ideals fraccionaris principals.
Aquests últims són els ideals fraccionaris de la forma c−1〈a〉, on a, c ∈ O. Com a primera observació ens
adonem que P és un subgrup de F . Per tant, estem en condicions d’introduir el següent grup.
Definició 8.1. Anomenarem grup de classes de l’anell d’enters O d’un cos de nombres K al grup:
H = F/P.
Es defineix també el nombre de classes com h = |H|.
Direm que dos ideals fraccionaris a i b són equivalents si ab−1 ∈ P. En aquest cas escriurem:
a ∼ b.
D’altra banda denotarem [a] a la classe d’equivalència de a. El grup de classes H és el conjunt d’aquestes
classes d’equivalència.
A continuació introduirem un resultat senzill però sens dubte rellevant:
Proposició 8.2. Tota classe d’equivalència conté un ideal enter de O.
Prova: Sigui a = c−1b un ideal fraccionari on b és un ideal enter i c ∈ O. Podem escriure b = ca = 〈c〉a.
Per tant ba−1 = 〈c〉 ∈ P i conseqüentment, són equivalents.
Teorema 8.3. La factorització a O en irreductibles és única si i només si h = 1.
Prova: Pel teorema 6.25 sabem que la factorització en irreductibles en l’anell d’enters O és única si i
només si tot ideal és principal. D’altra banda tot ideal és principal si i només si h = 1.
A continuació emprarem el teorema de Minkowski i propietats de la norma d’ideals per demostrar la
finitud del grup de classes. Abans però haurem d’introduir certs lemes tècnics sobre normes d’ideals i
reticles:
Lema 8.4. Si M és un reticle a Lst de dimensió n = s + 2t amb domini fonamental de volum V , i
c1, ..., cn nombres positius tals que:
c1 · · · cn >
(
4
pi
)t
V,
aleshores existeix un element de M diferent de zero (x1, · · · , xs+t) tal que:
|x1| < c1, · · · , |xs| < cs;
|xs+1|2 < cs+1, · · · , |xs+t|2 < cs+t
(17)
Prova: Sigui X el subconjunt dels elements de Lst tals que compleixen (17). Calculem:
vol(X) =
∫ c1
−c1
dx1 · · ·
∫ cs
−cs
dxs
∫∫
y21+z
2
1<cs+1
dy1dz1 · · ·
∫∫
y2t+z
2
t<cs+t
dytdzt =
2c12c2 · · · 2cspics+1 · · ·pics+t = 2spitc1 · · · cs+t.
(18)
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Volem usar el teorema de Minkowski per provar que existeix un element de M diferent de zero a la regió
X. Ens adonem que X és convex, simètric i fitat per ser el producte cartesià de conjunts convexos,
simètrics i fitats. D’altra banda, volem veure que es compleix
vol(X) = 2spitc1 · · · cs+t > 2s+2tV,
però aquesta desigualtat és conseqüència immediata de la hipòtesi del teorema:
c1 · · · cn >
(
4
pi
)t
V.
Per tant podem aplicar el teorema de Minkowski a la regió X.
Lema 8.5. Sigui L un reticle n dimensional de Rn amb base {e1, · · · en}. Sigui
ei = (ai1, · · · ain)
l’expressió de cada ei en la base canònica de Rn.
Aleshores el domini fonamental T de L té volum:
vol(T ) = |det aij |.
Prova: Per definició
vol(T ) =
∫
T
dx1 · · · dxn.
Introduïm les noves variables definides com:
xi =
n∑
j=1
aijyj .
El jacobià d’aquest canvi és |det aij | i, adonant-nos que T és el conjunt de punts de la forma
∑
aijyi
amb 0 ≤ yi ≤ 1, apliquem el teorema del canvi de variables d’integració en vàries variables i obtenim:
vol(T ) =
∫
T
|det aij |dy1 · · · dyn
= |det aij |
∫ 1
0
dy1 · · ·
∫ 1
0
dyn
= |det aij |.
(19)
Teorema 8.6. Sigui K un cos de nombres de grau n = s + 2t amb la notació usual introduïda a (16)
amb anell d’enters O. Sigui a un ideal diferent de zero. Aleshores el volum del domini fonamental de
σ(a) a Lst és
2−tN(a)
√
∆
on ∆ és el discriminant de K.
Prova: Sigui {α1, · · ·αn} una Z-base de a. Aleshores, emprant la notació del teorema 7.11, tenim la
següent Z-base de σ(a) a Lst:
(x
(1)
1 , · · · , x(1)s , y(1)1 , z(1)1 , · · · , y(1)t , z(1)t ),
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· · · · · ·
(x
(n)
1 , · · · , x(n)s , y(n)1 , z(n)1 , · · · , y(n)t , z(n)t ).
Com a conseqüència del lema 8.5 tenim que el volum del domini fonamental T del reticle σ(a) és:
vol(T ) = D
on D és la matriu definida a la demostració del teorema 7.11. Emprant la notació d’aquest teorema
tenim:
D = (−2i)−tE
i per tant,
|D| = 2−t|E|. (20)
D’altra banda tenim per definició:
E2 = ∆[α1, · · · , αn].
Finalment aplicant el teorema 6.18:
N(a) = |∆[α1, ..., αn]
∆
|1/2
i substituint l’expressió de E a l’equació anterior obtenim:
vol(T ) = 2−tN(a)
√
∆.
Teorema 8.7. Sigui a 6= 0 un ideal de O. Aleshores a conté un element α 6= 0 tal que:
|N(α)| ≤
(
2
pi
)t
N(a)
√
|∆|
on ∆ és el discriminant de K.
Prova: Per a un  > 0 arbitrari, escollim c1, · · · , cs+t positius tals que:
c1 · · · cs+t =
(
2
pi
)t
N(a)
√
|∆|+ .
Aplicant el lema 8.4 i el teorema existeix un α ∈ a tal que:
|σ1(α)| < c1, · · · , |σs(α)| < cs,
|σs+1(α)|2 < cs+1, · · · , |σs+t(α)|2 < cs+t.
Multiplicant aquestes desigualtats obtenim:
|N(α)| ≤ c1 · · · cscs+1 · · · cs+t =
(
2
pi
)t
N(a)
√
|∆|+ .
Com que tot reticle és discret (Teorema 7.3) el conjunt A de tots els α ∈ a que compleixen la desigualtat
anterior és no buit i finit. Triant els ci de manera que A1 ⊆ A2 si 1 ≤ 2 podem fer que el conjunt
A := ∩A sigui no buit. Per tant, si prenem α ∈ A aleshores:
|N(α)| ≤
(
2
pi
)t
N(a)
√
|∆|.
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Corol·lari 8.8. Tot ideal a de O diferent de zero és equivalent a un ideal amb norma ≤ (2/pi)t√|∆|
Prova: Sabem per la proposició 8.2 que l’ideal fraccionari a−1 és equivalent a un ideal de O, el qual
anomenarem c (a ∼ c). Per tant tenim,
ac ∼ aa−1 ∼ O.
Per tant, emprant el teorema 8.7, existeix un γ 6= 0 ∈ c tal que:
|N(γ)| ≤
(
2
pi
)t
N(a)
√
|∆|.
D’altra banda, com que c|〈γ〉 tenim que:
〈γ〉 = cb
per a algun ideal c. Finalment, aplicant la proposició 6.21 tenim:
N(b)N(c) = N(bc) = N(〈γ〉) = |N(γ)|.
Per tant,
N(b) ≤ (2/pi)t
√
|∆|,
i a ∼ b ja que a−1 ∼ c i b ∼ c−1.
Finalment ja tenim les eines per demostrar el teorema de la finitud del grup de classes.
Teorema 8.9. El grup de classes d’un cos de nombres K és un grup abelià finit.
Prova: Primerament ja coneixem pel teorema 6.12 que el grup de classes H és un grup abelià. Demostra-
rem que H és finit. Per tant, voldrem veure que el nombre de classes d’equivalència d’ideals fraccionaris
és finit. Sigui [c] la classe d’equivalència d’un ideal fraccionari qualsevol c. Aleshores per la proposició
8.2 [c] conté un ideal a de O. Pel corol·lari 8.8, a és equivalent a un ideal b amb
N(b) ≤ (2/pi)t
√
|∆|.
D’altra banda, com que només hi ha un nombre finit d’ideals amb una norma fixada (teorema 6.22) tenim
només un nombre finit d’opcions per a b. Finalment com que [c] = [a] = [b] tenim que el nombre de
classes diferents [c] és finit.
8.2 Teorema de les unitats de Dirichlet
Sigui O l’anell d’enters d’un cos de nombres K. És un resultat conegut que el conjunt de les unitats de O,
el qual denotarem U(O), té estructura de grup multiplicatiu. L’objectiu d’aquest capítol és determinar
quina estructura de grup té U(O) per a qualsevol cos de nombres K.
Sigui K un cos de nombres de grau n = s + 2t amb la notació introduïda a la secció 7.3 . Abans de
tot, recordem que Lst és una R-àlgebra. Anomenarem (Lst)∗ al conjunt dels elements invertibles de
Lst o sigui, els que tenen totes les components diferents de zero. Anomenarem immersió logarítmica a
l’aplicació
l : (Lst)∗ → Rs+t
la qual per a tot x = (x1, · · · , xs, xs+1, · · ·xs+t) ∈ (Lst)∗ està definida com:
l(x) = (l1(x), · · · , ls+t(x)) on
lk(x) =
 log |xk| per k = 1, · · · , s
log |xk|2 per k = s+ 1 · · · s+ t
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Per les propietats dels logaritmes tenim, per a tot x, y ∈ (Lst)∗:
l(xy) = l(x) + l(y).
Com que (Lst)∗ és un grup multiplicatiu, l defineix un homomorfisme entre aquest grup i Rs+t. Aplicant
la definició de norma a l’espai Lst tenim:
s+t∑
k=1
lk(x) = log |N(x)|. (21)
Sigui σ el monomorfisme σ : K∗ → (Lst)∗ definit a la secció 7.3. Durem a terme un abús de notació per
simplificar les expressions. A partir d’ara, per a tot α ∈ K∗, definim:
l(α) = l(σ(α)).
Explícitament
l(α) = (log |σ1(α)|, · · · , log |σs(α)|, log |σs+1(α)|2, · · · , log |σs+t(α)|2).
A aquesta aplicació l : K∗ → Rs+t l’anomenarem representació logarítmica de K i a Rs+t li direm espai
logarítmic.
Es pot veure fàcilment que l és un morfisme definit entre el grup multiplicatiu K∗ i el grup additiu de
Rs+t. D’altra banda també anotarem lk(α) = lk(σ(α)). Finalment observem que, de la mateixa manera
que a l’equació (21) tenim:
s+t∑
k=1
lk(α) = log |N(α)|,
on N és la norma de K.
Sigui U el grup de les unitats de l’anell d’enters O d’un cos de nombres K. Podem restringir l en U i
obtenim el següent morfisme de grups:
l : U → Rs+t.
Lema 8.10. Sigui p(x) ∈ Z[X] un polinomi mònic. Si totes les arrels α ∈ C de p(x) tenen valor absolut
1 aleshores totes les arrels de p(x) són arrels de la unitat.
Prova: Siguin α1, · · ·αk les arrels de p(x). Per a tot enter l > 0 definim el polinomi
pl(x) = (x− αl1) · · · (x− αlk).
Es pot comprovar que pl(x) ∈ Z[X] aplicant el teorema dels polinomis simètrics. Per tant podem escriure
pl(x) com
pl(x) = akx
k + · · · a1x+ a0, ai ∈ Z, ∀1 ≤ i ≤ k.
Donat que |αi| = 1 tenim que
|ai| ≤
(
k
i
)
, ∀1 ≤ i ≤ k.
Com que només hi ha un nombre finit de polinomis amb coeficients enters que compleixin la desigualtat
anterior veiem que existeix m ∈ Z, m 6= l tal que:
pl(x) = pm(x).
Per tant, existeix una permutació τ ∈ Sk tal que:
αli = α
m
τ(i), ∀1 ≤ i ≤ k.
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Aplicant aquest argument podem observar
αl
r
i = α
mr
τr(i), ∀1 ≤ i ≤ k.
Com que τk! = id tenim αl
k!
i = α
mk!
τk!(i). Per tant,
αl
k!−mk!
i = 1, ∀1 ≤ i ≤ k,
i conseqüentment, α1, · · · , αk són arrels de la unitat.
Proposició 8.11. El nucli W de l : U → Rs+t és el conjunt d’arrels de la unitat pertanyents a U . Aquest
és un grup finit d’ordre parell.
Prova: Sigui n = s+ 2t el grau de K. Sabem que l(α) = 0 si i només si |σi(α)| = 1 per a tot 1 ≤ i ≤ n.
Aleshores, introduint el següent polinomi ja vist anteriorment:
fα(t) =
n∏
i=1
(t− σi(α))
veiem que fα(t) ∈ Z[x] ja que fα(t) és una potència del polinòmi mínim de α el qual, té coeficients enters.
D’altra banda, aplicant el lema 8.10, conexiem que els σi(α) són en realitat arrels de la unitat de C. En
concret α és una arrel de la unitat. Per tantW està format exclusivament d’arrels de la unitat. D’aquesta
manera, com que [K : Q] <∞ tenim que W és finit. D’altra banda per ser W un subgrup multiplicatiu
finit de K∗ tenim que és cíclic. Ens adonem que W conté l’element −1 el qual té ordre 2 i per tant W té
ordre parell.
Lema 8.12. La imatge E de U per l a Rs+t és un reticle de dimensió ≤ s+ t− 1.
Prova: Primer provarem que E és un reticle. Per fer-ho, ens serà suficient demostrar que és discret
(teorema 7.3). Sigui ||.|| la norma euclidiana a Rs+t. Sigui  ∈ U i r > 0 un nombre real, definim el
conjunt de les unitats tals que compleixen:
||l()|| < r.
A més, ens adonem que |lk()| ≤ ||lk()|| < r, per tant, observem:
|σk()| ≤ er per k = 1, · · · , s
|σk()|2 ≤ er per k = s+ 1, · · · , s+ t
la qual cosa indica que el conjunt de punts σ() que compleixen ||l()|| < r és un conjunt fitat a Lst i
per tant finit. Per tant, la intersecció de E amb qualsevol bola tancada és un conjunt finit. En altres
paraules, E és discret.
Anem a veure que E té dimensió ≤ s + t − 1. Aplicant que la norma d’una unitat és ±1 , sigui  una
unitat de O, tenim:
s+t∑
k=1
lk() = log |N()| = 0.
Per tant, tots els elements de E pertanyen a l’hiperplà V de Rs+t els elements del qual (x1, · · · , xs+t)
satisfan:
x1 + · · ·+ xs+t = 0,
i per tant V té dimensió s+ t− 1, i per tant E té dimensió ≤ s+ t− 1.
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Lema 8.13. Sigui L un reticle de Rm. Aleshores L té dimensió m si i només si existeix un conjunt fitat
B ⊆ Rm tal que:
Rm =
⋃
x∈L
(x+B).
Prova: Suposem que L té dimensió m. Prenent B el domini fonamental de L i aplicant el lema 7.5 tenim
demostrada una implicació.
Per demostrar el recíproc suposem que existeix un reticle de dimensió < m per el qual podem definir el
conjunt B descrit a l’enunciat. Sigui V el subespai de Rm generat per L. Aleshores tenim que dimV < m.
Per tant, podem definir el subespai complementari ortogonal de V el qual anomenarem V ′. Com que V
té dimensió < m, V ′ és diferent de zero. Per hipòtesi però, tenim⋃
v∈V
v +B = Rm.
Per tant es dedueix que V ′ és la imatge de B via la projecció pi : Rm → V ′. Però, pi preserva distàncies i
per tant V ′ és fitat i arribem a una contradicció.
Lema 8.14. Sigui y ∈ Lst i λy : Lst → Lst definida com λy(x) = yx. Aleshores λy és una aplicació
lineal i
detλy = N(y).
Prova: Sigui
y = (x1, x2, · · · , xs; y1 + iz1, · · · , yt + izt),
és obvi que λy és una aplicació lineal i el seu determinat val:
detλy =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1
. . .
xs
y1 −z1
z1 y1
. . .
yt −zt
zt yt
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x1 · · ·xs(y21 + z12) · · · (yt2 + zt2) = N(y).
Teorema 8.15. La imatge E de U a Rs+t és un reticle de dimensió s+ t− 1.
Prova: Sigui V el subespai de Rs+t els elements del qual satisfan:
x1 + · · ·+ xs+t = 0.
Hem vist en la demostració del lema 8.12 que E ⊆ V . Òbviament dimV = s+ t−1. Per tant, en tindrem
prou, gràcies al lema 8.13, en trobar un subconjunt fitat B ⊆ V tal que:
V =
⋃
x∈E
x+B. (22)
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A més a més, observem que, la immersió logarítmica l és un morfisme exhaustiu i per tant, tot x ∈ V és
l’imatge d’algun punt de Lst. D’altra banda, tenim que l(x) ∈ V si i només si |N(x)| = 1. Definint el
conjunt S com:
{x ∈ Lst : |N(x)| = 1}.
Per tant, V = l(S). Sigui X0 un subconjunt fitat de S, aleshores l(X0) també serà fitat. Per la
multiplicativitat de la norma tenim que si x ∈ S, xX0 ⊆ S. En particular si  és una unitat, σ()X0 ⊆ S.
Per aquesta raó, si trobem un subconjunt fitat X0 de S que compleixi
S =
⋃
∈U
σ()X0 (23)
tindrem que B = l(X0) satisfà (22) i conseqüentment, el teorema quedarà demostrat. Per tant, ens
disposem a trobar aquest subconjunt X0.
Sigui M el reticle de Lst format per la imatge per σ de O. Considerem l’aplicació lineal λy : Lst → Lst,
y ∈ Lst definida al lema 8.14. Si y ∈ S, aleshores N(y) = 1 i per tant, detλy = N(y) = ±1. Per tant la
matriu λy és unimodular. Aplicant el lema 8.5, ens adonem que qualsevol domini fonamental dels reticles
yM tindran el mateix volum ja que yM = λy(M). Anomenem V a aquest volum. Triem c1, · · · , cn
nombres reals positius tals que:
c1 · · · cs+t >
(
4
pi
)t
V.
Anomenem X al conjunt dels x ∈ Lst tals que:
|xk| < ck, 1 ≤ k ≤ s,
|xs+j |2 < cs+j , 1 ≤ j ≤ t.
Aplicant el lema 8.4 sabem que existeix un element diferent de zero x ∈ X ∩ yM . Per tant, aplicant la
definició de M :
x = yσ(α), α 6= 0.
D’altra banda, com que y ∈ S tenim:
N(x) = N(y)N(σ(α)) = N(y)N(α) = ±N(α).
Per tant, anomenant Q = c1 · · · cs+t tenim:
|N(x)| ≤ Q
pel teorema 6.22, sabem que existeixen un nombre finit d’ideals amb norma ≤ Q. Concretament hi haurà
un nombre finit d’ideals principals amb norma ≤ Q. Definim:
α1, · · · , αN
un conjunt dels generadors dels diferents ideals principals amb norma ≤ Q en valor absolut. Coneixem
que existeix un i ∈ {1, · · · , N} tal que: α = αi, on  és una unitat. Per tant, se segueix que:
y = xσ(α−1i )σ(). (24)
Definim
X0 = S ∩ (∪Ni=1σ(α−1i )X).
X0 és fitat, ja que X ho és, i per tant, la unió finita dels conjunts σ(αi−1)X ho és. D’altra banda, com
que y, σ() ∈ S, xσ(α−1) ∈ S, i per tant, xσ(α−1) ∈ X0.
Finalment, aplicant l’equació (24) tenim que y ∈ σ()X0. Com que aquest y és un element arbitrari de S
tenim que es compleix l’equació (23) i el teorema queda demostrat.
39
Finalment ja tenim totes les eines necessàries per demostrar el teorema de les unitats de Dirichlet:
Teorema 8.16. Sigui O l’anell d’enters d’un cos de nombres K de grau n = s+ 2t. Aleshores, el grup
de les unitats U de O és isomorf a
W × Zs+t−1
on W és el nucli de la immersió logarítmica.
Prova: Emprant el teorema d’isomorfia de grups tenim, usant el teorema 8.15
U/W ' Zs+t−1.
Com que W és finit, tenim que U és un grup abelià finitament generat. Aplicant que tot grup abelià
finitament generat descomposa en el producte directe d’una part lliure i una part de torsió (teorema 2.8)
tenim:
U 'W × Zs+t−1.
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